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1 Inledning

Denna text syftar till att introducera abstrakta vektorrum, speciellt funktionsrum.
Den ér del III i en serie om Linjar algbra di de tva forsta delarna har handlat om
vektorer och den andra matriser.

Texten &r skriven for kursen Linjéar Cirkel vid Europaskolan och &r tdnkt att dess-
utom stodja kursen Fysik Specialisering déir Fourierserier tillimpas inom vagrorelse-
laran och dar &ven kvantmekanik tas upp.

Fokus i denna text ligger pa att ge en forklaring till de begrepp som tas upp pa en
konceptuell niva. Meningen ér att man skall se likheter mellan olika begrepp och se
en progression i olika strukturer”. Det &r inte textens mening att bevisa allt som
pastas. Hiar malas med stora penseln!

Denna text ar for narvarande den minst utvecklade av de tre delarna i serien om
linjar algebra. Vinligen ha 6verseende med det vid ldsningen.

2 Notation

Har foljer en sammanstéllning av notationen som anvéands i denna text.

V Vektorrum anges med detta typsnitt.

v Vektorer anges i allménhet med fet stil, men ...

f(x) ... vektorer i funktionsrum anges som funktioner brukar gora.

b(z)  Basfunktioner anges med en hatt.

f (k)  Komponenterna for en funktion i en 6veruppréknelig bas anges med

tilde.

a Skalarer anges med icke-fet stil.

a* Om skalérféltet dr de komplexa talen anger detta komplexkonjuga-
tet av a.

Vg x-komponenten av v.

|v]] Norm (storlek)

(u,v) Skaldrprodukt.

Kommentar

I fysiken och tekniska tillimpningar dr det mycket vanligt att anvinda en hatt for
att ange att en vektor anvédnds som bas.

Det dr ocksa vanligt att ange Fouriertransformen av en funktion f(z) med en hatt,
som i f(k). Denna hatt-notation har inget att géra med basvektorer.

I denna text anges alltsa Fouriertransformen (och andra ”komponent-funktioner”)
med ett tilde istéllet, f(k).



3 Vektorrum

3.1 Inledning

I forsta delen i denna serie, den om vektorer, studerade vi vektorrummen R? och R3
utan att gora sa stor affir av vad som menas med vektorer. Hér skall vi gbra nagra
fortydliganden av vad som menas med vektorer. I korthet ar vektorer element man
kan addera med varandra och multiplicera med tal.

3.2 Axiom

Ett vektorrum (eng vector space) bestar av en kropp K och en méangd V dér
det finns en operation (addition, +) definierad pa elementen i V och en operation
(multiplikation, -) definierad pa element i K och elementen i V.

Element i V bendamns vektorer och betecknas i denna text med fet stil. Element i
K benamns skalérer.

Vi sdger att vektorrummet V ér 6ver K.

Axiom Féljande punkter skall gélla for alla w, v, w € V och for alla k1 € K.

1. Addition dr kommutativ: u + v =v +u
2. Addition &r associativ: (u 4+ v) +w =u + (v + w)
3. Existens av nollvektorn:
Det finns ett element 0 sa att v +0 =v
4. Existens av invers:
Till varje v finns ett element u sa att v + u =0
5. Multiplikation med skalédr dr distributiv: k(u + v) = ku + kv
6. Multiplikation med skalér ar associativ: k(lv) = (kl)v

7. Multiplikation med multiplikativt enhetshelement i K: 1v = v

Det gar inte att utldsa ur axiomen ovan att vi kraver att K skall vara just en kropp.
Existensen av en multiplikativ invers till elementen i K anvinds inte, men i praktiken
kommer vi kriva att de finns sa att vi kan rdkna utan att behéva bekymra oss om
det.

3.3 Exempel

Sjalvklart galler att talméngderna Q, R och C ar vektorrum 6ver sig sjilva. De hela
talen Z inte ett vektorrum oOver sig sjilv eftersom Z inte ar en kropp.

Vi har tidigare studerat R? och R? som vektorrum &ver R. P& samma siitt ir R” ett
vektorrum o6ver R.

Mindre sjilvklara exempel som vi kommer att studera dr minden av olika sorters
funktioner. Till exempel utgér méangden av alla polynomfunktioner ett vektorrum



over en talkropp. Vi kan ocksa begransa oss till alla funktioner som &r periodiska
over ett visst intervallll

Ett speciellt viktigt exempel &ér alla funktioner som &r periodiska Gver intervallet
[0, 27].

Vektorrum dér elementen ar funktioner bendmns funktionsrum (eng function space).

4 Metrik, norm och skaldrprodukt

Matematiken som vetenskap byggs upp axiomatiskt. Det mest grundldggande be-
greppet dr mangdbegreppet som pa sétt och vis dr mycket abstrakt och konkret pa
samma gang. En viktig egenskap alla méngder har &r att de ”fran borjan” sa att
sdga inte har nagra egenskaper. Bara for att man har en méngd, ar det inte sjalvklart
hur man till exempel skall kunna addera elementen, avgora avstandet mellan dem
eller elementens storlek.

Begrunda méngden A = {2, bil, R}. Vad kan du géra med denna méngd? Vad menas
med 2 + bil?

Genom att inféra struktur pa méngder kan vi géra dem mer anvindbara. Tal-
méngderna har en algebraisk struktur och vektorrum har en &nnu mer avancerad
algebraisk struktur.

Den mest fundamentala strukturen man kan infoéra pa en méangd ar en topologi,
vilket innebér att man definierar hur en méngd kan delas in i delméngder. Vi skall
inte anvéanda topologibegreppet vidare i denna text och lamnar dérfor detta utan
vidare kommentarer.

4.1 Metrik

En metrik &r ett sédtt att bestimma avstandet mellan tva element i en méngd. Man
anviander ofta symbolen d for metrik, som i engelskans distance.

Definition 4.1.1. En metrik d pa en méangd M &ar en funktion
d: M x M — R med félande egenskaper.
1. d(a,b) >0 V a,b € M med likhet endast om a = b.
2. d(a,b) =d(b,a) ¥ a,be M.
3. d(a,b) +d(b,c) > d(a,c) ¥V a,b,c € M. (Triangelolikheten)
A
En metrik och en méngd utgor tillsammans ett metriskt rum (eng metric space).

Om méngden har en vektorstruktur sdger vi att vi har ett metriskt vektorrum.

Observera att det inte dr nodvandigt med en vektorstruktur pa méangden eftersom
nagon addition etc inte anvdnds i definitionen. Daremot &r det vanligt att man
definierar metriken pa en viss méngd med en algebraisk operation som kraver en
vektorstruktur.

Vi har i tidigare texter studerat olika metriker pa R? och R3. Speciellt definierade
vi den Euklidiska metriken

A(P.Q) = /(P ~ Qo) + (P, — Q).

1T praktiken kan vi lika gérna anse att funktionerna bara #r definierade pa detta intervall.




Definition 4.1.2. Den FEuklidiska metriken i R" ges av

n

d(P,Q) = | Y (P — Qr)* (4.1)

k=1

4.2 Norm

En norm ar ett satt att bestamma storleken av en vektor i ett vektorrum. Man
anvénder ofta skrivséttet ||v|| for normen av vektorn v.

Definition 4.2.1. En norm || -|| pa ett vektorrum V (6ver kropp K) ér en funktion
[| -] : V — R med foljande egenskaper.

L. ||v|]| 20 V v €V med likhetet endast om v = 0.
2. |Jav|| = |a] - ||v]] V a € K,v e V.

3. ||v|| + ||ul] > ||lv+ u|| ¥V v,u € V. (Triangelolikheten).
A

Som du ser innebér det sista kravet att det maste finnas en vektorstruktur (eller i
alla fall en addition) definierad. Med denna definition av begreppet normﬂ ar det
alltsa i allménhet inte relevant att prata om normen pa en méangd.

En norm och en méngd utgor ett normerat rum (eng normed space), och vi sdger
ett normerat vektorrum om méngden &r ett vektorrum (eng normed vector spa-
ce).

Exempel 4.2.2. Som norm pa de vanliga talkropparna anvénds oftast absolutbe-
loppet, ||a|| definieras till |a| for a € Z, Q eller R.

I C anvinds samma symbol och vi sidger ofta ”absolutbeloppet av 27 da vi menar
dess norm. Det kanske kan betraktas som en smaksak om ordet ”absolutbelopp” bor
reserveras for icke-komplexa tal eller inte. I C géller hur som helst

l|la + ib|| = Va? + b2
I R? definieras ||v|| = /v2 + v2. A

Definition 4.2.3. Den Euklidiska normen i R™ ges av

En fin egenskap med normbegreppet ér att det inducerar en metrik pa ett vektorrum
enligt foljande sats.

?Notera att ar definition av sjilva begreppet norm, medan uttrycket (4.2)) ar definition av
en viss norm (i detta fall pa R™).



Sats 4.2.4. Om || - || dr en norm pa ett vektorrum, ges en metrik pa vektorrummet
av d(v,u) = ||v — ull.

I ett bevis av denna sats maste vi visa att kraven i ar uppfyllda.

Rent geometriskt dr satsen naturlig, och likheterna mellan (4.2]) och (4.1.2]) &r up-
penbara. Daremot kan denna likhet inte tas som bevis eftersom satsen géller for alla
inre-produktrum, medan dessa uttryck bara giller for just R2.

4.3 Skalarprodukt

En skaldrprodukt ar ett siatt att multiplicera vektorer med varandra sa att resultatet
ar ett tal. En synonym till skalarprodukt &r inre produkt eftersom tva vektorer i
samma vektorrum multipliceraﬂ. Av denna anledning bendmns vektorrum déar det
finns en skalarprodukt inre pmduktrumﬁ(eng inner product space).

Definition 4.3.1. En skaldrprodukt (-,+) pa ett vektorrum V 6ver kroppen K (som
ar R eller C) &r en funktion
() : VXV K

med foljande egenskaper som skall gélla for alla vektorer i V och tal i K.
1. (v,v) >0 V v € v med likhet endast om v = 0.
2. (v,u) = (u,v)" (Konjugatsymmetri)
3. (av + bu, w) = a (v,w) + b (u, w).
4. (av,u) = (v,a*u)

Observera att notationen a* betyder komplexkonjugatet av a. Detta ar relevant i 1.
och 4. om K = C. A

Mindre tydligt uttryckt ar alltsa skalarprudukten en positivt definit konjugatsym-
metrisk bilinjér funktion.

Exempel 4.3.2. I R? har vi sett att (v, u) = vyu, +v,u, och i R giller pa samma
satt

(v,u) = kauk. (4.3)
A

Aterigen dr det sa att en skaldrprodukt i nadgon mening &r ett béttre och mer
anviandbart begrepp dn norm. Vi kan ocksa namligen en norm om vi har en skaldrprodukt.

Sats 4.3.3. Om (-, ) dr en skaldrprodukt pa en mdngd, ges en norm av
-1 =)
3Till skillnad fran den yttre produkten ddr man definierar hur man multiplicerar vektorer fran

olika vektorrum sa att resultatet blir en ny sorts objekt (till exempel en tensor).
4Man siger dock inte ”skaldrproduktrum”.




Aven hir maste det bevisas att denna norm uppfyller kraven 1m

Observera aterigen att den uppenbara likheten mellan (4.3) och (4.2)) inte kan tas
som bevis for satsen, da dessa uttryck bara ar definierade i R™.

Den geometriska tolkningen av begreppet skaldrprodukt innebér att tva vektorer éar
ortogonala om deras skaldrprodukt &r noll. Detta hamtar vi fran specialfallet R"™,
men tolkningen giller generellt.

En méngd vektorer som kan anvéndas for att beskriva andra vektorer &r praktisk
att anvinda om de parvis dr ortogonala och &dr normerade (har normen 1). Med
andra ord, om {é;...ée,} ir uppsittning basvektorer utgoér dessa en ON-bas om

. .y J 0O omk#I
<ek’el>_{1 omk =1

Dessa vektorer spanner upp ett vektorrum med dimensionen n.

Komponenterna for en vektor v i denna bas ges av
v = (v, €) (4.4)

och vektorn v ges av

n

k=1

Vi ska se hur motsvarigheten till detta blir i generella vektorrum, som kan vara
odandligtdimensionella.

4.4 Ordning i strukturen

Om man skulle ha varit noga med ordningen mellan begreppen skulle vektorbe-
greppet ha kommit mellan metriskt rum och vektorrum. Déarefter skulle begreppet
basvektor ha kommit direkt.

Skalarprodukten (den inre produkten) skulle dock inte ha kommit forrdn mellan
normerat vektorrum och inreproduktrum. Dérefter skulle vi ha kunnat definiera
ortogonalitet.

Hur begreppshierarkin viixer fram illustreras av bilden nedan. Notera hur vi far fler
och fler verktyg allt eftersom vi infor mer struktur pa méngden. Priset &r mindre
generalitet pa de uttalanden vi gér om rummets egenskaper.

Det som é&r sant i ett inreproduktrum géller nédvandigtvis inte i ett normerat vek-
torrum, men om vi hittar en egenskap for méngder géller detta for alla typer av
rum. Detta sétt att strukturera sina uttalanden &r vanligt inom matematiken.



Méangd

l Infor metrik for att kunna méta avstand mellan elementen i méngden.
Metriskt rum

l Infor vektorstruktur, ett sitt att vandra rund i méangden.
Vektorrum

l Infér en norm, ett sédtt att uttala sig om ldngden av en vektor.

Normerat vektorrum
l Infor skalarprodukt.

Inreproduktrum

5 Funktionsrum

Vi har nu sett att det alltsa récker att definiera en skaldrprodukt pa ett vektorrum
for att det dessutom skall finnas en anviindbar norm och metrilf’] Detta géller dven
fall dar den underliggande méangden &r en méngd funktioner. Forst maste vi dock
reda ut att dessa har en naturlig Vektorstruktur.

5.1 Vektorstruktur

For "vanliga” vektorrum, R? och mer generellt R, dir detta mer eller mindre na-
turligt, men hur blir det i funktionsrum? Forst maste vi reda ut att funktionsrum
faktiskt ar vektorrum.

Givet tva funktioner f(z) och g(x) kan vi bilda en ny funktion h(z) = f(z) + g(z).
Vi kan ocksa multiplicera en funktion med en konstant, h(z) = af(x) &r relevant.
Naturligtvis géller allt detta for alla x i funktionernas definitionsméngd D.

Méngden av alla funktioner utgor alltsa ett vektorrum 6ver nagon talkropp, vanligen
R eller C.

5.2 Norm

Bast kénsla for begreppen metrik, norm och skaldrprodukt kanske fas genom att
forst studera normen. En intuitiv forstaelse for storleken av en funktion foljer ur
integralbegreppet.

Vi betraktar fortsdttningsvis bara integrerbara funktioner definierade pa nagon
delméngd D av R. Vi bendmner detta vektorrum L.

5En metrik mojliggér pa samma séitt en topologi.
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Givet tva funktioner f(z) och g(z) &r det kanske naturligt att
F @) > {lg(@)l|

/ @)z > / o(z)dx.

Nu maste man komma ihag att funktioner kan ha negativa varden, vilket kan gora
véirdet av en integral negativ. Att bara integrera f(z) ar alltsa ingen bra ide. Vi
skulle kunna forsoka med att definiera

Hﬂwuz/ummm

o1

istdllet. Det visar sig att denna norm (som brukar kallas L;) uppfyller kraven i
definition [4.2.1} Den norm som liknar den Euklidiska normen mest ges i féljande
definition.

Definition 5.2.1. Normen i Ly (eller Ly-normen) ges av

1/ @) = /U@Wﬂx (5.1)
A

Observera att absolutbeloppet i integranden finns for att f mycket vil kan vara en
funktion av typen f : R — C. Da blir det inte bra med f(z)%.

Jamfor uttrycken (4.2) och (5.1]). Du ser att om man betraktar varje punkt pa R kan
betraktas som en dimension, och att antalet dimensioner blivit (6verupprékneligt)
oandligt blir uttrycken i nagon mening lika.

5.3 Skaldrprodukt och metrik

Med Lo-normen som grund kan man vidare jamfora likheterna mellan norm (4.2))
och skalarprodukt (4.3)) i R™ for att forsta hur en skalarprodukten i ett funktionsrum
kan definieras.

Definition 5.3.1. Skalarprodukten i Ly ges av

(Fa).g@) = [ f@yg(o)ds (52)
A

Observera att man mycket vél skulle kunna definiera andra skaldrprodukter i Lo,
men detta dr den man brukar mena med skaldrprodukten i L.

Pa detta sétt dr det ocksa naturligt att definiera en metrik i Lo. Jamfor (4.2) och
ED.

Definition 5.3.2. Metriken i Ly ges av

d(f(x),9(x)) = /If(fv)—g(x)de- (5-3)

11



6 Basvektorer i funktionsrum

Precis som i 6vriga vektorrum kan man i Ly beskriva vektorer med hjalp av bas-
vektorer. Liksom tidigare dr en uppséattning basvektorer en bra bas om de parvis ar
ortogonala och normerade (har normen 1). De utgor da en ON—basﬂ

I detta avsnitt skall vi se pa nagra exempel pa basfunktioner som &r bra i olika
sammanhang, men for att jamfora med tidigare uttryck maste vi skriva upp nagra
generella samband.

Det finns dock tva saker som skiljer funktionsrum fran vektorrummet R™. Dels &r
de ofta odndligtdimensionella, och vi maste skilja pa de fall dar basfunktionerna
ar upprakneliga respektive 6verupprikneliga.

I det upprakneliga fallet later vi basfunktionerna betecknas med Zsk(x), och kompo-
nenten for en funktion f(x) betecknar vi med fi. Observera att k € N i detta fall.
Vi far

fo= {5@)0u()) = [ F@hu(o)do (6.1

och

f@) =" fubr(z). (6.2)

Jamfor dessa med (4.4)) och (4.5]).

Om basvektorerna éar 6verupprikneliga ar det ldmpligare att bendmna dem som en
funktion av "upprikningsvariablen” k. Varje basvektor &r ocksa en funktion av z,
skillnaden &r att k& € R i detta fall. Basfunktionerna betecknas alltsa b(k, x).

Komponenterna blir ocksa en funktion av k. Vi betecknar den med f(k). Vi far
i) = (5@ b(k.)) = [ F(@ha) da (63)
D

och

fl@)= [ fk)b(k,z)dk (6.4)

For att konkretisera detta maste vi se pa nagra exempel.

6.1 Diracs deltafunktion — En basvektor i varje punkt
Vi skall utveckla resonemanget i slutet av genom att gora foljande definition.

Definition 6.1.1. Symoblen §(z) beskriver en ”funktion” med egenskaperna

5(@:{ 0 omaz#0

oo omx =20

6Se texten Geometriska vektorer, om vektorrummen R? och R3.
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och
o0

/ 5(x)da = 1.

— 00

A

Skrivséttet ovan ér lite handviftande, men du kan tédnka dig att vi i nagon mening
anvinder oo - 0 = 1. Det gar naturligtvis att gora en matematiskt korrekt beskriv-
ning] av denna symbol, som ibland bendmns Dirac{? deltafunktion.

Vidare giller att alla funktionerna
{6(x —a) ¥V a € R}

parvis dr ortogonala och att de &r normerade eftersom

[e.e]

(6(c — a).6(c = 1) = [ b - a)i(a ~ o = {

— 00

0 oma#b

1 oma=0b "

(6.5)

Poédngen ar de kan anviandas som basvektor som ”beskriver en funktion i en punkt”
sa att

fla) = (f(x),6(x —a)) = 7 f(@)o(x — a)d. (6.6)

Jamfor detta med ([4.4)). Motsvarigheten till blir
f(z) = 7f(a)5(x —a)da. (6.7)
Summan Over antalet basvektorer :ar blivit en integral eftersom méangden basvek-

torer &r Gveruppriknelig.

Definition 6.1.2. Basen av Diracs deltafunktioner bendmner vi koordinatbasen. A

[ detta enkla exempel géller att alla funktioner ”&r komponenter av sig sjilv”, f(z) =
f(a) for att jamfora med beteckningarna i inledningen till detta avsnitt.

6.2 Trigonometriska basvektorer — Fourierserier

I detta avsnitt studerar vi funktioner dar D = [0, 27], alternativt definierade pa
hela R men periodiska med perioden 2.

Det visar sig att basen som ges av funktionerna

{V;—W}U{mﬁ@ v keN}u{% VkeN}

"Det 4r i sjilva verket ett exempel pa en distribution som &r en slags generaliserade funktioner
som gar att derivera i en vidare mening én vanliga funktioner. Fortsidttningsvis bendmner vi dem
funktioner.

8Efter Paul A.M. Dirac
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utgor en ON-bas.

Det &r en nyttig 6vning att berdkna dessas skaldrprodukt med varandra for att se
att den blir noll i alla fall utom da man tar skalarprodukten mellan ett av elementen
och samma element. Faktorn 1/4/7 finns for att normen av alla element skall bli ett.

Eftersom vi har tre klasser funktioner som bas far vi att en godtycklig funktion gar
att skriva

cos(kx) b sin(kx)
T

1 o
fla) = Go\/—Q—W + 1?1 ay N N
dar
- 7f( )—d (6.9)
ag = J a \/ﬂ Xz .

B 7 . cos(kx) .
ak—o/f( ) NG d (6.10)

bk:/f(x)Siriyj_rx)dx. (6.11)

Eftersom méngden basvektorer ar uppriknelig far vi en summa ovan.

Observera att ag/v/27m representerar funktionens medelvirde pa D. Denna term
behovs, eftersom alla andra termer ”svianger med var sin amplitud” runt medelvérdet.

Uttrycket brukar bendmnas Fourierserien av f(x).

6.2.1 Fyrkantvag

Lat oss nu ta ett konkret exempel, vi definierar en funktion enligt grafen och ut-
trycket nedan.

Y
A
1
0 > T
-1
f<x):{—11 7?55527;

Nu skall vi alltsa betrakta f som en vektor i ett funktionsrum, dér vi anvinder
basfunktionerna fran férra avsnittet for att spanna upp rummet. Den centrala fragan
ar vad f far for komponenter i denna bas, eller med andra ord hur f "pekar” i de
olika riktningarna.

14



Vi borjar med att undersoka hur mycket f ”pekar” i riktningen sin(kx), eller hur
mycket sin(kz) det finns i f. Detta ges av skaldrprodukten mellan f och sin(kz).

/1 sin(kx) dx—l——/ —1-sin(kz)d
0
1

coslim)]:_ \/1% [cosgka)] o

b = (f (z),sin(kz))

3\

= #((cos(lm) — cos(k - 0)) — (cos(2km) — cos(knr))) =
— % (1 — cos(km)) = { Oijaﬁ?;akk

NG
Pa samma satt kan man hérleda
ar = (f (z),cos(kx)) =0 for alla k.

Detta ger

f(x) = Z % sin(kx).

udda k

Foljande bildserie visar hur vi ndrmar oss f (z) da vi tar med fler och fler kompo-
nenter.

Yy
A
1
/ AN
0 > X
1 )4
T T 3 57 3 e
i3 1 T 4T % 1 2?7
f(z) =~ 2sin(z)
Yy
A
1 yd ™

o
\/
8

<
f(z) =~ 2sin(z) + 5= sin (3z)



4 \ /

T © 3 Sm 3w Im
A L T

Som synes ndrmar vi oss f (z) mer och mer for varje komponent vi lagger till. Med
den metrik som #r definierad pa méngden kan vi rdkna ut precis hur néra f(x) vi
kommer, men det &r bara en teknisk 6vning, sa det hoppar vi 6ver.

Nu nér vi kidnner komponenterna for f () i rummet kan vi aterge f pa ett annat
sitt dn att rita f som funktion av z, vi kan rita by for olika k. Detta aterges nedan.

bk

0 1 2 3 4 D 6 7 8
Spektrum for f (z).

Denna bild innehaller i princip samma information som grafen for f (z). Just detta
fall underlattas av att alla a; ar noll, sa vi behover inte rita dem. Ibland kallas denna
information for funktionens spektrum.

6.2.2 Angaende normeringen av basfunktionerna

Det &r inte ovanligt att man utelamnar faktorn %r i basfunktionerna. Da blir de
inte normerade, men fortfarande ortogonala.

Varje basfunktion blir da storre (tank ldngre vektor), vilket gor att alla komponenter
for nagon funktion blir mindre. I fallet med fyrkantvagen ovan fas i sa fall

4
by = —
SR -

for udda k.
1

Man kan ocksa infora en viktsfaktor - som en del av sjélva skaldrprodukten sa att
man far uttryck som

21
1
b = —/f(a:) sin(k x) dx
T
0
och motsvarnade {or ay.
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Generellet definieras ofta skaldrprodukten mellan tva funktioner sa att det finns en
viktsfunktion w(x) sa att

(). @) = [ £ g0y w(o) do
D
dar syftet med w(z) ofta ar att ”sldcka ut” funktionerna da z — +oc.

6.2.3 Trigonometriska basfunktioner pa komplex form

Ibland &ar det smidigt att anvinda ett komplext tal ¢ istéllet de bada talen a; och
b, 1 Fourierserien. Eftersom

" = cos(x) + isin(z)

kan man skriva

eim + 671'95

COS(T = —
(x) .

) eim _ e—ix
sin(z) = 5

I denna mening siiger vi att e ar en trigonometrisk funktion.

Fourierserien gar da att skriva

o0

fla)= )" cpe* (6.12)

k=—00

dar

—L i z)e ke dx
crp = \/%_/ f(x) dx. (6.13)

Komponenterna ¢, dr nu komplexa tal, men observera att summan nu inte borjar
pa noll, utan gar fran —oo. For att f(x) skall bli reell maste

Re(cr) = Re(c_g)
och
Im(c;) = —Im(c_y)

gilla.

6.3 Andra basfunktioner

I olika fysikaliska sammanhang dyker det upp klasser av funktioner som kan anvandas
som baser som &r praktiska i dessa situationer.

Ett exempel dr Legandrepolynomen som visas pa omslaget till denna text. De &r
definierade pa intervallet —1 < x < 1.

Fler exempel ar klotytfunktioner och Besselfunktioner av olika slag. Dessa
aterkommer vi till senare.

Denna text kan inte visa pa alla egenskaper for alla dessa klasser av funktioner, men
de anvédnds pa samma sétt som de trigonometriska funktionerna i en Fourierserie,
men de passar som sagt bra i olika sammanhang.
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7 Operatorer, egenvirden och svingningar

7.1 Operatorer och egenvirden

En avbildning mellan tva dndligtdimensionella vektorrum kan beskrivas av en ma-
tris. Detta avhandlades i del IT av denna serie. Nu skall vi se pa motsvarande fall for
funktionsrum. Vi maste hantera tva problem, dels kan de vara av odndlig dimension,
dels kan en 6veruppriaknelig méangd basvektorer behova anvéndas.

Definition 7.1.1. En operator &r en avbildning mellan tva funktionsrum. A

Exempel 7.1.2. Exempel pa operatorer ar differentialoperatorn D(f) = % f som
ger en ny funktion av en funktion, exempelvis D(z?) = 2z.
Ofta sétter sdtter man ihop flera termer och bendmner dven summan av dessa dif-
ferentialoperator. Operatorn

L(f)=(D*~D+6)f=f"~ f +6f
ar exempel pa en sadan.

3
Integraloperatorn I(f) = [ fdx dr ett annat exempel, I(2?) = % A

I de flesta exempel som tas upp pa gymnasiet ar avbildningen inte mellan olika
funktionsrum, utan fran ett rum till samma rum. Om man exempelvis deriverar
man ett polynom far man ett polynom.

I hogre matematiska sammanhang &r man oftast intresserad av storre klasser av
funktioner, exempelvis operatorer fran Lo till Ls.

7.2 Svangningar

Lat oss nu betrakta en kropp svianger upp och ned héngandes i en fjader. Kraften
fran fjidern ges av Hookes lag, F' = —ky, och fororsakar en acceleration enligt
Newtons andra lag

ma = mD*(y) = —ky

vilket ger
D*(y) = —w?y
med w? = %
Vi gor nu observationen att detta &r ett egenvirdesproblem. Jamfér med
Av = )\v.

Vi soker en funktion y(¢) som nér operatorn D? verkar pa den, bara foréindras med en
multiplikativ konstant —w?. Losningen y(t) 4r alltsa en egenfunktion med egenvirdet
—w? till operatorn D?.

Att losa differentialekvationen dr inga problem, y(t) = A cos(wt) + B sin(wt) dar A
och B bestamms fran villkor.

Om vi infor villkoren y(0) = y(7') = 0 dar T &r periodtiden (y(t) = y(t + T)) for en
svangning fas A = 0 och

Bsin(wT) = 0

wT = 2mn
2 n
Wy, = —.
T

18



Villkoren ger alltsa till synes att alla vinkelfrekvenser inte &r mojliga. Men operatorn
D? &r linjér, sd en summa av 1osningar dr ocksa en 16sning. En godtycklig svingning
som uppfyller villkoren ges av

Andra villkor for y(0) = y(T') (dvs att svéingningen &r periodisk, men inte nédvandigtvis
starta och sluta i y = 0) skulle ge

2 n

y(t) = ZA” cos(%Tn t)+ B, sin(T t).
n=0

Detta dr naturligtvis en Fourierserie som alltsa kan beskriva vilken periodisk svingning
som helst.

Det fina i detta exempel ar foljande djupsinniga observation.

Kombinationen av en differentialoperator (hir D?) och ldmpliga villkor (hér
periodisk svangning) ger en uppséttning egenvérden (héir vinkelfrekvenser) och
till vardera av dessa en egenfunktion. Egenfunktionerna &r parvis ortogonala
och gar att normera till en ON-bas. En godtycklig 16sning kan bildas som en
linjarkombination av dessa basfunktioner, dvs som en vektor i funktionsrummet.

Det som beskrivs ovan géller inte alla differentialoperatorer, men det géller for manga
fall som ar intressanta i fysiken.

7.3 Vagor

Nista naturliga exempel att ta upp ar en endimensionell vag, exempelvis en svingning
pa en string eller tryckvag i ett smalt ror.

Om f(x,t) beskriver vagen skall vagekvationen
’f  10f
0x2 v O
dér v ar vagens utbredningshastighet.

Ett sétt att losa denna PDE &r att anta att f(z,t) gar att skriva som en produkt av
en rumsdel X (x) och en tidsdel I'(¢). Namnet I' &r valt for att det inte skall forvixlas
med svéangningstiden 7.

Vi far alltsa f(x,t) = X (2) ['(t) och nér detta sétts in i vagekvationen fas
1
X"(x)T(t) = 5 X (o) T"(t)
v

vilket gar att separera till
X// 1 1"//

X 2T
Eftersom VL bara beror av x och HL bara beror av ¢ fas att bada maste vara lika
med samma konstant —k2. Detta ger

X" kX
" = —k20°T.
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Vi far alltsa tva egenviirdesproblem, med egenvirdena —k? respektive —k2v2. Om
svéangningen &r periodisk i bade rum och tid fas med samma resonemang som i férra
avsnittet

2 2
X(z) = ZA” cos(ﬂTn:L’) + B, sin(%nx)

2 2
I = ZC’n cos( 7Tnt) + D, Sin(%nt)
n=0

dar L ar svangningens period i rummet och T ar svangningstiden. Produkten av
dessa ger alltsa f(z,1).

Héar kan det var pa sin plats att repetera nagra begrepp fran fysiken. Konstanten
k bendmns vagtal och fyller samma funktion i rummet som vinkelhastigheten w
gor i tiden, jamfor

kL = 2m
wT = 27
vilket ger
kL=wT.
Vagens utbredningshastighet ges av
L
V==
T
vilket ger
w=~kv

I fallet dér en stréng som sitter fast i sina @&ndpunkter svénger, dvs X (0) = X (L) =
0, och som sétts i svingning sa att maximal amplitud intréffar da ¢t = 0, fas

2rn
Zan sin( —x COS(T t)

Observera att kravet f(x,t) = f(z+ L, t) har skippats i detta fall eftersom stréngen
bara finns mellan 0 < x < L. Faktorn 2 i argumentet till rumsdelen utgar da. Minns
fran fysiken att stréangens grundton har vaglingden 2 L.

7.4 Tva dimensioner

I tva dimensioner blir motsvarande situation ett trumskinn som spénns upp pa en
ram. Precis som i det endimensionella fallet behéver egentligen inte skinnet spannas
upp pa nagot, men det tillfor inget till forstaelsen att behandla det allménna fallet.
Skillnaden blir bara cosinus-termer i rumsdelen i uttrycken nedan.

Beroende pa ramens form fas olika fall.

7.4.1 Kartesiska koordinater

Om ramen ar rektanguldr med matten A och B i x- respektive y-led fas

27rm 2mn
x,y, A, SID( —x sin(—— cos(Wmnt
ot Z( psin(%5) ) coslonmt)
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dar

= (22 (221, )

Uttrycket for w,,, paminner lite om nagon sorts avstand fran ”origo” i indexen m
och n. For en vag beror energin som finns lagrad i vagen pa vinkelfrekvensen (jamfor
med F = hw i kvantmekaniken).

Om man ténker sig att man har en viss méngd energi kan man i ena ytterligheten
anvianda den till att bara lata membranet svinga med grundtonen i x-led och med
"resterande energi” i y-led. I den andra ytterligheten kan man gora tvért om.

Men man kan ocksa anvédnda energin till att svinga med olika kombinationer av
vinkelfrekvenser i x-led respektive y-led, sa ldnge energin summerar till den energi
man har tillgang till. Denna summa ger upphov till ([7.1)).

7.4.2 Polara koordinater

Pa en cirkel anvéinds lampligen poléra koordinater (7, §). Cirkeln beskrivs pa [0, R] x
[0, 27].

f(r,6,t) = i JO(%T) (@ cos(mO) + by, sin(mé)) cos(wmnt)

déar Jy ar Besselfunktion nr 0 och «, ar nollstélle n for Jj.

Besselfunktionerna J, &r ocksa en uppséittning funktioner som parvis ar ortogonala
och ddrmed kan anvédndas som en praktisk bas.

Besselfunktionerna finns i flera varianter. Denna variant anvénds ocksa i tre dimen-
sioner i cylindriska koordinater (r, 0, z) och kallas darfor ibland cylindriska bessel-
funktioner.

7.5 Tre dimensioner

I tre dimensioner ar det svart att tédnka sig en stridng som svéinger, men man kan
tanka sig en ljudvag som fortplantar sig i ett slutet rum.

7.5.1 Kartesiska koordinater

Om rummet har formen av ett rdtblock med sidorna A, B och C fas en enkel
utvidgning av fallet i tva dimensioner. Nu fas

fzyy,z,t) = i i i (amnl sin(%me) sin(%?ny) sin(%z)) coS(Wpmmnit)

dar




7.5.2 Cylindriska koordinater

Om det ar fragan om en ljudvag i ett cylindriskt rér med léngden L.

2
(r,0,t) Z Jo(— aOn (@ cos(mB) + by, sin(md)) sin(%qz) co8(Wimngt).-

m,n,q

7.5.3 Sfariska koordinater

Sféariska koordinater (r,6,¢) ger klotytfunktioner Y, (0, ¢) for vinkelberoendet
och sfiriska Besselfunktioner j,(r) for den radiella delen.

e’ n?’
T 0 ¢a ZanlmJO o lm(e ¢) COS(Wnlmt).

nlm

8 Icke-Periodiska funktioner

Nu atergar vi till att betrakta funktioner definierade pa hela R.

For att beskriva en icke-periodisk funktion f(x) med de trigonometriska funktio-
nerna maste man lata intervallet som studeras ga mot oédndligheten. Da overgar
summan i till en integral och vi far

1 I £ ik
f@) = E/ F(k)ed (8.1)

fk) = \/Lz_w / Fz)e—da (8.2)

Basfunktionerna ar
—e"™ V¥V keR 8.3
(& } (8.3
vilka dr verupprékneligt manga, dérfér kan komponenterna f (k) betraktas som en
funktion f: R — R.
Funktionen f(k) brukar benimnas Fouriertransformen av f(z).

For att underlédtta visualiseringen maste vi komma ihag att det rader likheter mellan
rum-vagtal och tid—frekvens. Vid ett fixt 6gonblick (i tiden) beskrivs en vag av
uttryck pa formen sin(kx) och vid en fix punkt (i rummet) beskrivs en vag av
uttryck pa formen sin(wt).

Pa samma sétt liknar begreppen vaglingd (A) och periodtid (7") varandra matema-
tiskt och fyller samma funktion i rum respektive tid. Vi har ocksa sambanden

kA = 27
wT = 2.

Begreppet frekvens associeras oftast till svingningar i tiden, men vagtalet beskriver
alltsa en frekvens i rummet pa samma sitt. Vi gor foljande definition.
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Definition 8.0.1. Basen i (8.3)) bendmns frekvensbasen. A

En fysiker skulle invénda att det i sjdlva verket ar fragan om winkel-frekvensbasen.
Det &r helt riktigt, men vi tillater oss att forkorta sprakbruket hér. Vi gor ingen
skillnad i sprakbruk mellan frekvens och vinkelfrekvens. Den matematiska skillnaden
blir att en faktor v/27 dyker upp pa olika stillen i de bada fallen.

Transformteori brukar ibland betraktas som en egen del av matematiken, ofta ges
det som en egen kurs pa ca C-niva. Pa vissa laroséten ges denna teori som en del
av en kurs i signalanalys etc. Ett huvudsyfte med detta avsnitt ar dr visa att det
i sjalva verket bara ar fraga om ett basbyte. I specialfallet Fouriertransformen
mellan koordinatbasen och frekvensbasen. Andra transformer anvédnder andra
baser.

Annu sa linge i denna texts utveckling har vi inte maojlighet att reda ut alla egen-
skaper for detta basbyte. Ett mycket viktigt specialfall skall vi i alla fall avhandla.

Tar man hénsyn till bade tid och rum beskrivs en vag av uttryck pa formen sin(kz —
wt), men hér nojer vi oss med att studera en vag vid ett fixt 6gonblick eftersom det
ar lattare att visualisera nagot som finns i rummet &n nagot som finns i tiden. Vagen
kan vara vagfunktionen for en partikel i kvantmekaniken, en akustisk vag, en ljusvag
ete.

Vagen har ett val definierat vagtal kg och beskrivs alltsa av

~

f(k) = (k= ko).
Om vi byter bas till koordinatbasen med (8.1]) far vi

ikox

flz) = \/% / §(k — ko)e™dr = \/%e

vilket &r precis en vag med vagtal k. Podngen ar att vagen ar oéndligt utspridd i
rummet.

Omvént, om vi har en partikel med en vél definierad koordinat xg, sa att den beskrivs
av en funktion

f(x) = 0(x — o)

blir dess beskrivning i frekvensrummet

—ikxg

0= L [ 6o aerar = L
f(k:)—\/%_/cg(x xo)e rdx \/%e

Denna funktion finns alltsa for alla k, vi far en oéndlig utspridning i frekvensrummet.

Detta géller ocksa i tid och rum. Exempelvis finns det vardagliga fenomen dér en
strombrytare som slas pa eller av kan stora en radiosignal. Det beror pa att den vél
definierade forandringen i tid (sjilva tidpunkten for foréndringen av stréombrytarens
ldge) ger en stor spridning av samma signal da den beskrivs i frekvensbasen. Dérfor
kan du ibland hora ett kndpp i en radiomottagare da du slar pa ljuset i ett rum.

Detta fenomen kan ocksa orsaka mycket oonskade storningar. Det &r alltsa langt
ifran ett matematiskt fenomen, trots att det i matematiken bara &r fragan om att
beskriva samma vektor i tva olika baser. Vilken bas som "&r den riktiga” &r en
intressant fraga. Vi &r vana med rum och tid, men vagtal och frekvens tycks vara
likvardigt.
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9 Sammanfattning och jimforelse

Det kan vara illustrativt att repetera nagra uttryck och skriva dem bredvid varandra
sa att likheterna framtrader tydligare.

Begrepp R™-lika rum Funktionsrum Definition Exempel
Norm ol = | S 02 |If@)]] = /|f(x)|2dm G (o1
k=1 P N
Skalarprodukt (v, u) = kauk (f(x),g(x)) = /f(x)g(x)*dx 4.3) (5.2 6.5
k=1 5 Hin ]
Komponenter v = (v, é;) fr = /f(:)s)l;k(:v) dx 4.4) (6.1 6.9)-(6.11
D S —— S —— S ——
Flk) = / F(@)b(k, z) d 6.3 6.13 <i§ 4.
D S ——
Vektor v = Z Vi €5 f(z) = Z fr l;k(a:) 4.5 |b 6.8)(6.12
k=1 k=1 L | |
fl@)= [ f(k)b(k,x)dk 6.4 6.7) (8.1
D [ | [ |

10 Kvantmekanik

10.1 Energinivaer

Schrodingerekvationen dr en differentialekvation som kan betraktas som ett egen-
vardesproblem. Operatorn

m: d?

beskriver till exempel en elektron som befinner sig i nagon potential V'(x). Denna
operator bendmns Hamiltonianen. Da H verkar pa funktionen v (x) fas egenvéardes-
problemet

H(z) = Ev(x). (10.2)

Egenfunktionerna till H dr parvis ortogonala och om elekronen befinner sig i ett
tillstand som beskrivs av en egenvektor ar dess energi motsvarande egenviérde.

Ett godtyckligt tillstand kan beskrivas som en linjarkombination av egenfunktioner-
na.
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10.2 Motivering av Schrédingerekvationen

Kvantmekaniken vixte fram ur experiment som gjordes i slutet pa 1800-talet, dér
man kunde pavisa att partiklar bade hade partikel- och vagegenskaper. Det tvistades
lange om huruvida ljus var partiklar eller vagor, men dven till exempel elektroner
visade bada egenskaperna. Las mer om detta i ett laromedel i fysik.

Det enklaste fallet beskriver en partikel som &r instédngd i en lada. Bade partikeln
och ladan &r i en dimension. Matematiskt kan da partikeln beskrivas som en funktion
som brukar betecknas med ¥(x,t) Denna funktion skall tolkas sa att sannolikheten
att hitta partikeln inom intervallet [a, b] &r

b
/|\I/(x,t)|2dx.

Funktionen ¥ (z) uppfyller differentialekvationen

2 0? 0
T 9y U= —ih o0
2m Ox? +V(z) vh ot

dér m &r partikelns massa och h = 4= (utléises h-streck) dér h &r Planks konstant.
Denna differentialekvation brukar ben&dmnas Schodingerekvationen, efter fysikern
Erwin Schrédinger (1887 - 1961) som bidrog mycket till kvantmekanikens framvéxt.

Han erholl Nobelpriset 1933.
Schoringerekvationen kan motiveras pa foljande siatt. Man hade funnit att partikeln
var en vag (eller snarare kunde beskrivas som en vag, vad partikeln faktiskt ar vet
ingen). Losningarna borde alltsa vara ungefir pa formen ¥ ~ e!*#=<*) Man hade
gjort experiment som stodjer att sambandet mellan rérelseméngd p och De Broglie-
vaglangden \ ar

A= —

p

och sambandet mellan energi och frekvens respekvive vinkelfrekvens ér

E=hf=hw.

Detta géllde i alla fall ”ljuspartiklar” och kunde da &ven antas gélla &ven for
"elektronvagor”. Att dessa begrepp sétts inom situationstecken beror pa att de var
obegripliga vid denna tid. Kvantmekaniken skulle ju férklara just detta.

Sambandet mellan vaglangd och vagtal k skiljer sig inte fran vanlig vagrorelseléra,

_27T

Lk —
A’

vilket ger

h
= —k="hk.
p 2

Enligt vanlig klassisk fysik géller sambandet

2 2m’
mellan partikelns rorelseenergi Ej och rorelseméngd (via p = mo).
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Schrodinger observerade att man sa att sidga far ut k£ genom att derivera ¥ med
avseende pa x. Om man dessutom multiplicerar med —ih fas

—4nim:~4%km:hkm:pv
ox

Pa samma satt fas 9
—ih=—V = —i’hw¥ =hwl = EV.

ot
Om man gor bytet
0
—ih—
p — —i o
0
E —ih—
— () It
fas
2 2 72
P e d 0
—=F ——— U = — VU
2m - 2m dx? Zh@t

n d? 0
——— U+ V(@) =-—1h—-VU.
2m dx? () ot
—— ——
Kinetisk energi Potentiell energi Total energi

Om man bara ar intresserad av rumsdelen av ¥ kan man separera rumsdelen och
tidsdelen enligt

W, t) = (x) T(t)

sa att ekvationen for rumsdelen blir

n? d?

2mda?

U(z) +V(r) v(z) = Ei(x). (10.3)

Detta uttryck bendmns ibland den tidsoberoende Schrédingerekvationen och
ar alltsa egenvirdesproblemet ([10.2)) for operatorn ((10.1)).

Det ar dock inte helt sant att systemet ar tidsoberoende. I varje punkt ”snurrar” ett
komplext tal runt i det komplexa talplanet. Rotationshastigheten motsvarar energin
hos partikeln. Funktionen v(z) anger bara storleken av det komplexa tal som snurrar
runt.

10.3 Partikeln i ladan

Detta fall karakteriseras av att partikeln dr instédngd i en (endimensionell) lada
med ldngden L. Partikeln kan omgjligen ta sig ut ur ladan, vilket betyder att den
potentiella energin &r

0 z€][0,L]

0O annars.

v<x>:{

Vi behover dock inte bekymra oss om detta. Partikeln kommer helt enkelt inte att
kunna existera utanfor ladan, och all energi partikeln har kommer att vara kinetisk
energi. Kravet pa kontinuitet gor att 1) maste vara noll &ven pa kanten av ladan, det
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ricker alltsa att 1osa ekvation (5) med kravet att ¢ dr noll utanfoér och pa kanten av
ladan.

Vi skriver om (10.3)) som
d? 2Em

dx?2 " h? v

vilken har l6sningen,
Y () = Asin (kx)
dér
2Em
k= 10.4
d (10.4)
Losningarna kan liknas med att partikeln betraktas som en stréing som sitter fast
i ladans dndpunkter. De olika l6sningarna kan da liknas med stringens grundton,
forsta overton, andra 6verton och sa vidare. De olika tonerna svarar mot olika ener-
gier.
Naturligtvis uppfyller &ven uttryck som innehaller cos (k,z) differentialekvationen,
men de uppfyller inte att 16sningen skall vara noll pa ladans kanter, i alla fall inte
da x = 0, sa vi forkastar dessa av fysikaliska skal.
Kravet att ¢ (L) = 0 ger oss de mojliga vérden som k kan anta enligt
™m

Anviénds detta i ((10.4) fas likheten

k2 =

n

m™m\2 2E,m
(_> TR

vilket ger oss de tillatna virden som energin kan anta:
h2min?
" 2L2m
Jamfor detta med de tillatna energinivaerna for en elektron i en véteatom.

Historiskt var Schrodinger inte sa intresserad av ¢ (x). Han var mer intresserad av
egenviardena F,. Han ville berikna de energinivaer som féljde ur Bohrs postulat,
och som Angstréom mitt upp och Balmer skapat ett empiriskt uttryck for.

Schrodinger anvénde Coulombpotentialen for en elektron i féltet fran atomkarnan
och var forstas tvungen att ridkna i tre dimensioner. Han lyckades pa detta sétt
hérleda de eftersokta energinivaerna.

En djupare analys av vagfunktionen ger andra resultat, exempelvis hur manga
elektroner som kan ha samma energi (befinna sig i samma ”skal”). Hela periodiska
systemet faller i nagon mening ut som 16sning till Schrédingerekvationen.

Konstanten A maste viljas sa att
L
[1w@rds=1
0

eftersom sannolikheten att hitta partikeln i ladan maste vara 1. Detta ger oss

L

A? AL
/A2 sin? (k,z) dx = - 1 — cos (2k,x) dx = = 1
0 0
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och

2
A=4/2.
L

De funktioner som representerar en partikel innestdngd i en lada ges alltsa av

inie)= [0 ()

for olika n. Jamfor detta med basen av trigonometriska funktioner som togs upp
tidigare. Aven dessa kommer att vara parvis ortogonala:

0 omn#m
1 omn=m.

talin) = {

10.4 Forvantasviarden

I tidigare texter har vi studerat uttryck pa formen v’ Av didr A #r en matris och
v € R™. Detta tolkade vi som ”hur mycket som blir kvar av v da A verkar pa den”.

Speciellt géller att om v dr en (normerad) egenvektor till A med egenvérde A blir
TAv =\

v Av = .

For en allmén vektor blir det nagot annat vérde, vilket i nagon mening kan be-

traktas som "det vdirde man kan forvinta sig av A”, vilket vi ocksa bendmnde

forvintansvdrdet av A.

Denna tolkning ar inte unik for &ndligtdimensionella rum.

Definition 10.4.1. Férvintansvdrdet av en operator A da den verkar pa en (nor-
merad) funktion f(z) ar (f(x), Af(z)). A

Forvantansvardet ar alltsa ett framriaknat medelviarde. En alternativ notation som
liknar den som anvands i statistiken ar

pp(A) = (f(x), Af(x)) -

Om funktionen inte &r normerad géller

i) = YA

(), f(z))

10.5 Forvantasvarden i1 kvantmekaniken

Forvantansvirden i kvantmekaniken skall tolkas enligt foljande. Om man prepare-
rar vildigt manga lika tillstand W(z,t) (exempelvis skickar elektroner med samma
spin och rorelseenergi mot nagot dér de véxelverkar med malet) och méater vad man
observerar (exempelvis var elektronerna hamnar eller hur spinnet &dndras), far man
olika resultat i varje méatning eftersom tillstandsfunktionen bara anger en sannolik-
hetsfordelning.

Déremot kan man berédkna medelvardet av vad man observerar fran métserien. Detta
ar sammanfaller med forvantansvirdet av operatorn som representerar vad man
observerar.

Pa samma sétt kan man beridkna den forvantade standardavvikelsen fran tillstandet,
och den sammanfaller forstas med standardavvikelsen for vad som méts upp.
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Med en notation fran statistiken skriver vi

)=/ (F(@), (A = pa(F(@) F())

Om operatorn A ar positionsoperatorn betecknar fysiker ofta denna standardavvi-
kelse Az, och motsvarande for andra operatorer /observarbler.

Det &ar vanligt att detta begrepp forvixlas med osdkerheten i en enskild métning
(som beror pa métutrustningens noggrannhet).
10.5.1 Forvantansvirden fran egentillstand

Antag att en elektron befinner sig i ett tillstand som beskrivs av tva egenfunktioner
till Hamiltonianen,

V() = kin(x) + katho(2)
Detta tillstand dr normerat, sa |k|? + |ko|> = 1.

Om vi vill méta vilken energi detta tillstand har forvintar vi oss att det blir
(Y(z), H(x))
vilket berdknas till
<k1@@1($) + kaths(x), H (k‘l% + ktha( $)>> =
k1 Ky <@Z’1,H¢1> + k1 k3 <¢1, H¢2>
K (o, HOw )+ Je b5 (90, Hb ) =
[ |* B <¢17 1/)1> + ky k3 By <¢1,¢2> +
ki ks By (o) + ol Ba (B2, 2) = [kaf? By + kol B

vilket &r precis det viktade medelvirdet av E; och Ej.

Observera hur konjugatsymmetrin och ortogonaliteten nyttjas. For operatorer som
beskriver fysikaliska storhetelﬂ i kvantmekaniken giller att dess egenfunktioner &r

ortogonala, darfor géller
<1$1,1/A12> = <1/A12,¢1> =0

Dessutom géller att egenvirden for denna klass operatorer ar reella, sa B, = Ej.

10.6 Heisenbergs olikhet

Beviset for Heisenbergs olikhet ér definitivt att betrakta som 6verkurs. Syftet med
att &nda ta med det &r:

1 Att visa att det ar fragan om ett matematisk resultat. Fysiker anvénder ofta
svepande formuleringar om ”osédkerhet” utan att berdtta att det géller just
standardavvikelser och forvantansvarden. Om nagon fysiker menar nagot an-
nat med ”osékerhet” maste fysikern berdtta vad som avses, och Heisenbergs
olikhet behover da inte gélla.

9Dessa bendmns ocksd observabler, eftersom man kan observera dem.
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2 Det &r inte ett jatteavancerat bevis. Det dr néstan begripligt med teorin som
tas upp hér. Tyvérr utelamnas det dnda ofta i grundkurser om kvantmekanik
pa universitetsniva. Laser du en sadan kurs, ta fram dessa anteckningar!

3 Att inspirera till att ldsa en kurs om operatorteori. Det &4r en mycket vacker
teori som véxte fram som en foljd av kvantmekaniken pa 1920-talet.

Sats

For tvasj éilvadjungeradem operatorer A och B med L?(—o00, 00) som bade viirdemingd
och definitionsméngd sa géller for [A, B] att

e ([A, B])| < 20u(A)ow(B)

for alla W.
Bevis

Vi infor pg = pg(A) och pp = py(B) samt operatorerna S = A — puul och T =
B — ppl dir I &r enhetsoperatorn.

Det géller att AB — BA = ST — TS, samt att bade S och T &r sjialvadjungerade.
Vi far da

(A, B) = ((ST-TS)v, )
= (ST, V) — (TST, V)
— (T, ST) — (ST, TT).

For absolutbeloppet av VL och HL géller
e ([A, Bl)| < [{T0,50) |+ [ (S¥, TV)|.
De tva termerna i HL ovan &r lika. Vidare géller generellt olikhetenE
(o, y) < [l - llyll
Med denna fas
e ([A, B < 2|[SY[ - [T,
Som vi definierade S och T giller

ISW]| = V{(A = pal) 0, (A = pal)¥) = /(A — pal)?0, ¥) = 0 (A)

och pa samma sétt for |[TV||. Vi far da den eftersokta likheten

lnw([A, B])| < 20¢(A)ow(B).

0En operator A ir sjilvadjungerad (self adjoint) om (A¥, ¥) = (¥, A¥). Med Diracs notation
(U| A|¥) kan sa att siiga en sjilvadjungerad operator ”verka at bada hallen”. For alla situationer
som &r relevanta i kvantmekaniken har dessa operatorer egenskapen att deras egenvéirden &r reella
och deras egenvektorer dr ortogonala. En finess som anvénds i beviset pa denna sida &r <A2‘Il, \I'> =
(AU, AW).

"Denna olikhet gar under namnet Schwarz olikhet. Den gar att motivera fran

(@, y) = cos(O)[|] - [lyll;

men man maste komma ihag att detta inte dr ett bevis utan nagot som kan tas som definition pa
vinklar. Beviset for olikheten uteldmnas ur denna text.
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Med notation fran fysiken och exemplet att observablerna ér ldge x och rorelseméangd
p, med motsvarande operatorer zo, = x och po, = —iha% fas

< Az Ap.
Man kan nédmligen visa att kommutatorn

|([zop: pop])| = 7

oberoende av vilket tillstand kommutatorn verkar pa.

Detta tolkas ofta som att man inte kan bestdmma ldget speciellt noga om man redan
har bestamt rorelsemédngden med hég noggrannhet.

Detta ar dock ett missforstand. Om man bestdmmer léget for en partikel far man
reda pa liget utan osdkerhet (teoretiskt). Men da fordndrar man tillstandet vars
roreslemingd man téanker sig bestdmma.

Heisenbergs olikhet uttalar sig om upprepade méatningar pa lika tillstand.

Istéllet for den "negativa” tolkningen kanske man borde tolka Heisenbergs olikhet
lite mer positivt. Forvantansviardet av kommutatorn betyder ”skillnaden mellan att
man forst méter det ena och sedan det andra, respektive i omvéand ordning”.

Denna ar allta mindre an produkten av respektive observablers standardavvikelse.

11 Slutord

Jag hoppas nu du fatt en liten insikt i nagra begrepp som bygger upp denna del av
matematiken, fran enkla exempel pa metrik till skaldrprodukt i odndligtdimensionella
vektorrum.

I manga tillimpningar av detta studeras dessa delar var for sig, vilket kan rora till
det. Det blir ldtt sa att man inte ser skogen pa grund av alla traden. Det finns valdigt
manga tillimpningar av denna teori, men viktigast'? #r kanske signalbehandling och
kvantmekaniken.

Forhoppningen ar att denna text skall hjédlpa dig att fortare forsta att manga tek-
niker for problemlésning i sjilva verket handlar om att byta bas i ett vektorrum.

Det finns dock djupare insikter att striva efter. Vi upplever koordinatbasen och
tiden som naturliga, men i manga fall verkar det som att det ar i frekvensbasen som
saker "hénder”. Hela kvantmekaniken bygger pa att beskriva tillstand i olika baser.
Partiklar finns inte pa en plats utan representeras av en vektor i ett funktionsrum.
Vixelverkan med omgivningen beskrivs av en operator som forandrar denna vektor.

Att forsta denna gren av matematiken dr alltsa mycket viktig for att forsta stora
delar av ”verkligheten”, vad nu &n som menas med det.

120m man ser till innehallet i ménga civilingenjérsutbildningar.
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