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1 Inledning

Denna lilla text ar tdnkt att introducera begreppet vektor pa ett sadant sitt att det
harmonierar bade med det centrala innehallet i de nationella kurserna Matematik
1c och Fysik 2 samt med de lokala kurserna Axiomatiska System och Linjar Cirkel
pa Europaskolan.

I denna text behandlas uteslutande vektorrummen R?, R3 och R”. Syftet med texten
ar att ge geometrisk mening at vektorbegreppet och relaterade begrepp. Vi skall
ocksa se hur man kan beskriva linjer, cirklar, klot och plan med vektorer.

Denna text ar forsta delen i en serie om linjar algebra. Den andra handlar om matri-
ser och tar bland annat upp geometriska avbildningar, determinanten, linjart bero-
ende, egenvirden och egenvektorer. Den tredje texten tar upp abstrakta vektorrum
och funktionsrum.

Efter nagra ars anvindning och utveckling har denna text svéllt upp och fatt ett for
stort innehall. Det &r inte meningsfullt att 4gna sa mycket kurstid at att formulera
ekvationen for linjer, cirklar, plan och klot pa vektorform.

Pa grundlaggande betygsniva bor man (med lararens véigledning) fokusera pa foljande
punkter.

e Vektorer pa komponentform. Studera algebran sa att du kan rdkna med vek-
torer, berikna norm och normera vektorer. Detta tas upp i avsnitt [4

e Skaldrprodukten. Du skall kunna berikna skaldrprodukten mellan tva vektorer
och kunna tolka den geometriskt. Detta tas upp i avsnitt

e Linjer pa parameterform. Definitionen [6.1.1] &r viktig. Pa grundliggande niva
kan du sen hoppa direkt till avsnitt for att tillampa detta vid berdkningar
av skdrningspunkten mellan tva linjer.

e Cirklar. Hoppa direkt till avsnitt for berikning av skidrningspunkt mellan
linje och cirkel.

e Plan. Definitionen av plan pa parameterform [8.2.1| ar viktig &ven om den inte
anvinds i praktiken. Aven i detta fall dr uttrycken pa komponentform i slutet
av avsnitt viktigare pa grundliggande niva én de pa vektorform i borjan
av avsnittet.

e Klot. Aven hir #r parameterformen viktigast. Detta tas upp i avsnitt

For djupare forstaelse bor man studera de abstrakta uttrycken pa vektorform som

ges och dess grafiska tolkning. Detta géller (6.1)), (6.5), (7.2) samt uttrycken i sats
[6.3.2] och avsnitt R.2.3

Om man &r intresserad av att lara sig programmera ar det effektivt att borja med att
skriva program som simulerar rorelser. Dar blandas matematik, fysik, programme-
ring och datorgrafik pa ett sétt som bade &r larorikt och som stimulerar kreativiteten.

Vill man skriva ett lite mer avancerat program med objektorienterad design kan man
implementera en vektorklass, inklussive aritemetik och skaldrprodukt. Da kan man

direkt skriva upp uttryck som (6.1)), (6.5) och (7.2)) for att fa en vildigt kompakt
och fin kod.



Tack till Roy Skjelnes, KTH, vars laromedel om matriser och linjéar algebra har
tjinat som inspiration till delar av denna text. Tack till alla elever som hjalpt till
med korrekturlisning, speciellt Hampus Séderstrom, Scill.

2 Notation

Hér foljer en sammanstéllning av notationen som anvénds i denna text.

A Punkten A. Punkter anges med versaler.

A, x-koordinaten for punkten A.

AB En vektor som ett geometriskt objekt, definierad fran punkten A
till B.

v En vektor som ett algebraiskt objekt anges med fet stil.

0 Speciellt anges nollvektorn ocksa med fet stil.

a Skaldrer anges med icke-fet stil.

Vg x-komponenten av v.

|v]] Norm (storlek).

(u,v) Skaldrprodukt.

3 Vektorer som geometriska objekt

Som ett geometriskt objekt dr en vektor miangden av alla lika langa och lika riktade
striackor. En vektor kan illustreras med en pil som alltsa bade har storlek (lingd)
och riktning. Om en riktade strickan gar fran punkt A till punkt B skriver vi AB
da vi menar motsvarande riktade stricka.

B

o

AB #r bara en representation for denna vektor. De riktade striickorna (pilarna)
kan parallellforflyttas (flyttas utan att vridas) fritt, sa linge de har samma lingd
och riktning anses de lika. I figuren nedan giller AB = C'D eftersom de har samma
langd och riktning, trots att pilarna inte befinner sig pa samma stélle. Vi sager att
AB och CD ér olika representationer for samma vektor. Lite slarvigt kommer vi
dock anvinda sprakbruket att vi flyttar vektorer, da vi i sjédlva verket menar att de
riktade striackorna flyttas.

Uppenbart giller AB # GH, de har ju varken storlek eller riktning gemensam.

Observera att vektorn AB inte ér lika med@ efte@n de ar riktade at olika hall.
De har dock samma ldngd. Daremot géller AB = —EF.

Begrunda att det alltid giller att PQ = —QP.

>
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Eftersom en vektor kan parallellférflyttas dr punkterna som pilarna gar mellan inte
viktiga. De ritas fran och med nu inte ut.

Vi kan inféra en slags ”geometrisk algebra” enligt figurerna nedan.

Vi kan multiplicera en vektor med ett tal. Om talet dr negativt byter vektorn hall.
Att addera tva vektorer med olika riktning gors genom att tdnka sig ett parallello-
gram enligt figuren.

Storleken (lingden) av en vektor AB tecknas |AB]|.

Fundera igenom foljande mycket viktiga egenskaper sa att de kinns naturliga jamfort
med hur vi brukar tédnka pa avstand och lingder mellan punkter.

e ||[AB|| > 0 med likhet endast om A och B #r samma punkt. D4 benimns AB
ofta nollvektorn.

o ||AB]| = | BA]
o [[kAB|| = k|- [ BA], k € R

o |AB+ CD| < ||[AB| + ||CD|| (Denna olikhet kallas triangelolikheten.)

4 Vektorer pa komponentform

4.1 En algebra pa punkter

I denna text fordjupar vi oss inte i allménna egenskaper for vektorrum, men i korthet
ar vektorer ett matematiskt objekt som man kan addera och multiplicera med tal.

Det enklaste [[| vektorrummet gér att visualisera sa att det fullstéindigt liknar méng-
den av alla punkter i ett plan, R Vi maste dock foértydliga vad som menas med att
addera tva punkter och vad som menas med att multiplicera dem med tal.

IEnklast ur ett pedagogiskt perspektiv.



Definition 4.1.1. En vektor i R? &r en punkt i R?, men vi skriver []

v =
Uy
for att fortydliga att vi menar nagot mer dn bara en punkt(v,, vy).

For alla vektorer v och w och alla tal a,b € R definierar vi

avy
a-v =
Lwy]
o= [ - 12
Uy Uy Uy + Uy
Vidare bendmner vi v, och v, komponenter till vektorn v. A

Hela podangen med vektorer &r att de kan adderas, och speciellt att man kan uttrycka
en vektor med hjialp av andra vektorer. Det blir mer tydligt i texten Abstrakta
vektorer.

Da en vektor w skrivs som summan av tva (eller fler) andra vektorer pa formen
w=av+bu

sdger man att w ar en linjairkombination av uw och v.

Det vi i sjélva verket menar da vi skriver att en vektor v med sina komponenter
som ovan ar att v ar en linjarkombination enligt

o[- o]

Vektorer som anvénds for att beskriva andra vektorer benémns basvektorer, och
tecknas ofta med en hatt ovanfoér. I R? anvinds ofta basen

.= [
il

-

vilken behévs for att gora en komplett algebraisk struktur.

<
Il

Origo bendmner vi nollvektorn

Det &r viktigt att forsta att det ar skillnad mellan en vektor och dess komponenter.
Det géller aven punkter och dess koordinater.

Samma vektor kan uttryckas med olika baser, precis som punkter kan uttryckas med
olika koordinatsystem. Det blir mer om detta i texten om matriser.

Vad en vektor och ett vektorrum #&r rent axiomatiskt redovisas formellt i[Al

Exempel 4.1.2.

2Skrivsittet far sin forklaring i texten om matriser.
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Exempel 4.1.3.

Exempel 4.1.4.

R Y et S P vt R R

A

Definitionen ovan kan generaliseras till att gélla flera dimensioner pa ett mycket
naturligt satt.

Definition 4.1.5. En vektor i R" ar punkt i R” som vi skriver

0
V2
v =
Un
Algebran definieras till
avy
avy
a-v =

avy,

V1 U1 U1 + U

V2 U9 Vg + Uy

ut+tu = I o N
Un Un Up + Up

A

Som du ser #r R? ett specialfall av R". De flesta exempel i denna text kommer
rora R? efter som det helt enkelt ricker for att belysa vissa geometriska aspekter pa
vektorer. Ibland maste vi ta till R? for att belysa nagot intressant.

Eftersom vektorer oftast visualiseras som pilar (som har en riktning) ar det naturligt
med foljande definition.

Definition 4.1.6. Tva vektorer u och v ar parallella om det finns en skaldr £ sa
att u = kv. A

Notera att definitionen ovan alltsa inte bara giller R? utan generellt for vektorer i
R"™.

Om det &r uppenbart hur en definition skall generaliseras fran R? till R skriver
vi bara ut den forsta versionen.




Definition 4.1.7. Normen (lingden, storleken) av en vektor v &r

o]l = \/v2 + v2. (4.1)

A

Det finns ocksa en verbform av detta begrepp. Att normera en vektor betyder att
man multiplicerar den med ett tal sa att dess norm blir 1. I sjialva verket maste vi
dela den med dess norm.

Exempel 4.1.8. Normera vektorn v = {ﬂ

Vi riknar ut ||v]| = V42 4+ 7?2 = v/55. Da v normeras fas komponenterna

v — 4/+/55
~|7/V/55]
A
Normen anvands for att definiera avstand mellan tva vektorer.
Definition 4.1.9. Avstandet mellan tva vektorer u och v och ges av
d(u,v) = [Ju — | (4.2)
A

5 Skaldrprodukt

5.1 Definitioner

Vi skall se att vi kommer att ha stor nytta av att reda ut om tva vektorer i nagon
mening pekar at samma hall eller inte. Vi vill gdrna ha ett matt pa detta. Speciellt
viktigt kommer det vara att avgora om tva vektorer ar ortogonala. Om de ar det
maste mattet vi dr ute efter rimligen vara noll. For vektorer som pekar bort fran
varandra bor mattet vara negativt.

Vi gor foljande definition.

Definition 5.1.1. Skaldrprodukten mellan tva vektorer w och v har symbolen
(u,v) och ges av

(U, V) = Uy Uy + Uy vy, (5.1)

A

Du undrar férmodligen 6ver varfor vi skriver den ena vektorn ”liggandes” (som en
radvektor) och den andra vektorn "staendes” (som en kolumnvektor). Det dr en
hogst berittigad fraga som far sitt svar da du studerar matriser Pl Just nu far du
véanja dig vid att man skriver sahar!

31 sjalva verket géller (u,v) = ulv.



Att detta begrepp bendmns skaldrprodukt beror pa att resultatet dr en skalér, ett
tal. Det finns ocksa en vektorprodukt [ som resulterar i en vektor.

Skaldrprodukten har de egenskaper vi var ute efter, men det syns inte uppenbart
utom i vissa specialfall.

Foljande definition ger en tolkning av vad som menas med skalarprodukt.
Definition 5.1.2. Vinkeln 6 mellan tva vektorer w och v ges av

_ {u,v)
) = Tl ol 52)

A

Om vi hade definierat vad som menas med en vinkel mellan tva vektorer skulle vi
kunnat anvénda definitionen ovan som definition av skalarprodukt.

Vi har tidigare ndmnt att tva vektorer kan vara ortogonala eller inte. Nu gor vi en
precis definition av vad som menas med detta.

Definition 5.1.3. Tva vektorer ér ortogonala om deras skaldrprodukt &r noll. A

En viktig egenskap for skaldrprodukten dr att den dr symmetrisk och linjar. Vi har
foljande sats.

Sats 5.1.4. For alla vektorer w, v och w och a,b € R gdller
(positiv)  (v,v) >0 Med likhet endast om v =0

(symmetrisk)  (u,v) = (v, u),
(linjir)  (auw+ bv,w) = a (u, w) + b (v, w) .

Beviset for denna sats ér i sjilva verket ett bevis for att (u,v) dr en skaldrprodukt

fl

5.2 Egenskaper och exempel

Vi skall nu se att skalarprodukten faktiskt har de egenskaper vi ér ute efter.

Exempel 5.2.1. For tva parallella vektorer riktade at samma hall blir skaldrproduk-
ten helt enkelt produkten av vektorernas storlekar.

(] [y =25 +0-0-5

Exempel 5.2.2. Om vektorerna &r parallella men motriktade blir skalarprodukten
ocksa lika stor som produkten av vektorernas storlekar, men negativ.

([5] [ =o0e 0=

4P3 engelska bendmner man ibland dessa produkter dot product respektive cross product efter
hur rékneoperationen. Man skriver ndmligen ibland u - v respektive u x v. Pa svenska sédger man
kryssprodukt om det senare. Ytterligare ett namn pa skaldrprodukten dr inre produkt. Med lite
god vilja kan man anse att vektorprodukten &r ett specialfall av den yttre produkten, i alla fall i
R3. Att reda ut detta i detalj kraver en hel del kunskaper om bland annat tensorer.

5Se texten Abstrakta Vektorrum.

A

A
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Exempel 5.2.3. Tva ortogonala vektorer far skaldrprodukt noll.
21 {0
<M , M> —92.040-3=0

Exempel 5.2.4. Vinkeln mellan tva vektorer u = B] och v = {

A

9 } beraknas

enligt foljande exempel.

cos(6) 1 (=2)+3-2 B S
VIZ432/(-2)2+22 V10v8 V5
0 ~ 634°

Notera att skaldrprodukten i téljaren &r positiv, vilket ger att vinkeln mellan vek-
torerna dr mindre &n 90°. A

Exempel 5.2.5. For alla vektorer v géller

(v, &) = vy,

(v,9) = v,
Speciellt giller

(&, &) = 1,

<Q, Q> = 4

Tolkningen av skaldrprodukt som beskrivs nedan ar det viktigaste och mest
anvindbara sittet att forsta skalarprodukt!

Om n &r normerad, ||n|| = 1, giller for alla vektorer v att
(v,m) = "sa mycket av v som pekar at hallet n”
(v,n) = |v|[-1-cos(f)

vilket illustreras i figuren nedan.

v

Sa mycket av v som pekar at hallet n.

n T~
T

Du kan ocksa ténka pa skalarprodukten (i, v) som n-komponenten av v.

En annan viktig observation som anvénds ofta dr foljande sats. (Den &r mycket
enkel, men for att kunna hénvisa till den nedan later vi den dnda vara en sats.)

11



Sats 5.2.6.
(v,v) = v + v} = [v]*.

Axiomatiskt tas ofta detta som en definition av norm [l

6 Linjer pa vektorform

Vi skall nu se hur man kan definiera linjer pa vektorform. Som det ofta &r i matema-
tiken kan vissa problem vara enkla i en representation men komplicerade i en annan
och tvart om. Till exempel géller det vissa geometriska problem som blir vildigt
olika i den Euklidiska geometrin jamfort med koordinatgeometrin.

Pythogoras sats ar ett bra exempel. Givet tre punkter som utgor en rétvinklig tri-
angel maste man i koordinatgeometrin teckna avstandet mellan punkterna, kvadrera
dessa, bilda summan av de tva kortaste och férenkla detta uttryck sa att det blir
lika med kvadraten av det storsta avstandet. I denna forenkling maste man anvinda
att triangeln ar rdatvinklig. Algebran for detta problem &r mycket omfattande.

Som vektorer kan vi tdnka pa sidorna i en triangel som vektorerna w, v och w, dar
w = u + v vilket illustreras i figuren nedan.

Hela beviset for pythagoras sats blir da
[wl* = [lu+v]* = (u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v,0) = [|lu]|® + ||v]

dér vi utnyttjat satserna [5.2.6] (att teckna normen med skaldrprodukten) och
(att skaldrprodukten dr linjar) samt att (u,v) = 0 om det dr en ratvinklig triangel.

Om triangeln inte vore ratvinklig skulle vi forresten fatt cosinussatsen for trianglar
om vi anvént definition [5.1.2] (definition av vinkel).

6.1 Parameterform
Tva saker karakteriserar en linje: Den finns nagonstans och den har en viss riktning.

Pa vektorform &r det naturligt att véilja en punkt som ”startpunkt” och en vektor
som "stralar ut” fran denna punkt i linjens riktning. Vi gor foljande definition.

Definition 6.1.1. En linje dr méngden av alla vektorer
r(t)=u+ovt VteR

dar w ar en punkt E] pa linjen. Vektorn v bendmns linjens riktningsvektor. A

6Se texten Abstrakta Vektorrum.
"Vi séger punkt men menar vektor. Rent axiomatiskt blandar vi inte in punkter i detta.

12



r(1)

Jamfor detta uttryck med en likformig rorelse. Vektorn v blir da hastighet, ¢
tid, och w utgangspunkt (da ¢t = 0). Flera problem vi skall studera snart har
naturliga tolkningar som rorelser.

Om vi skriver ut komponenterna for en linje,
-1
r(t) = = +1 ,
Q Ly(t) Uy | Uy
ser vi att detta dr ett specialfall av att skriva en kurva pa parameterform:
Tz (t)} [ fa (t)}
r(t) = =
=)= 70
dér f,(t) och f,(t) &r funktioner.

Definition 6.1.2. Tva linjer ar parallella respektive ortogonala om detta géller
for linjernas riktningsvektorer. A

Vi noterar att en linje dr en funktion av en variabel, och gor féljande definition.

Definition 6.1.3. Derivatan av linjen 7(t) = u + vt &r

d /
E’I"(t) =T (t) = 7.
A

Tolkat som en rorelse far vi mycket naturligt att derivatan av positionen &r
hastigheten.

Detta ar aterigen ett naturligt specialfall av derivatan av en kurva pa parameterform.

%r(t) =7r'(t) = ljf%gﬂ |

Nu skall vi se hur man 6verfor nagra kénda problem pa vektorform.

6.1.1 Skirningspunkten for tva linjer

Lat r1(t) och 7o(s) vara tva linjer. Att de skér varandra betyder att det finns nagot
par av s och ¢ sa att 71(t) = ry(s). Vi far ekvationen

u; + ’Ult = Uy + V3S.

Vi far till synes en ekvation med tva obekanta, men pa komponentform far vi ett
ckvationssystem med tva ckvationer som har en l9sning (ett par av s och ¢). Om
linjerna &r parallella kommer naturligtvis 16sning att saknas.

13



6.1.2 Var pa en linje ligger den punkt som &r nirmast en given punkt?

Antag att vi har en punkt w som inte tillhor en linje r(¢). Avstandet D mellan en
punkt pa linjen och punkten w ges av ||[r(t) — w||. Vi vill alltsa hitta den punkt
pa linjen som minimerar detta avstand. Det ar enklare att jobba med kvadraten av
avstandet

Dt) = |r(t) — wl* = u+tv — wl*
= |tv+(u—w)”
= (tv+ (u—w),tv+ (u — w))
(tv, tv) + (tv,u — w) + (u — w, tv) + (u — w,u — w)

= t*(v,v) + 2t (v, u —w) + (u — w,u — w).

Vi far ekvationen

%D%t) = 2t(v,v) +2(v,u—w)=0

vars losning ar

B _(v,u—w)z('v,'w—u)
S e B (o

Innan vi gar vidare skall vi analysera just detta uttryck nagot.

Om ||v]| = 1 blir ¢ &ven avstandet mellan w och den punkt pa linjen som &r narmast
w.
Figuren nedan visar de inblandade vektorerna. Ténk pa figuren som att ||v|| = 1.

Sa mycket av w — u pekar at v om ||v|| = 1.

I figuren syns att projektionen av w — w pa v &r den stricka som vi maste rora oss
fran w ldngs linjen for att komma till den punkt pa linjen som &r ndrmast w. Det
géller bara rent geometriskt om ||v|| = 1. Om sa inte ar fallet maste (v, w — u) delas
med ||v]| for att fa "antalet v” vi maste rora oss fran u. Detta ger att avstandet blir



vars 16sning naturligtvis ar (6.1)).

Nu gar vi vidare med att bestimma den sokta punkten. Det fas genom att sétta in
t fran (6.1) i uttrycket for linjen. Vi far

r(t) =u+ WU.

En mer naturlig fragestéllning att borja med vore ”Hur langt fran en linje ligger en
given punkt?”. Vi skall senare se att det uttryck vi i sjalva verket kommer att ha

nytta av ar (6.1)).

6.2 Ekvationen for en linje

I koordinatgeometrin ges en linje av 16sningsméngden till en ekvation av typen
ar + by + ¢ = 0. Man kan bilda ekvationen fér en linje pa vektorform ocksa. Pa
parameterform ges en linje av en punkt u och en riktningsvektor v. Sa nir som pa
en konstant finns det en vektor n som &r ortogonal mot v, enligt definition [5.1.3]
skall (v,n) = 0 gélla.

Vi kan dérfor omdefiniera vad som menas med en linje.

Definition 6.2.1. En linje ar alla vektorer r» som &r 16sningen till en ekvation av
typen (n,r —u) = 0 dér w &r en punkt pa linjen och n &r linjens normal. A

6.2.1 Jamforelse med koodinatgeometrin
Nu skall vi se hur ekvationen for en linje hdnger ihop med ekvationen i koordi-

natgeometrin. Lat r = [ﬂ, u = {Zm} och n = {Z} Da blir linjens ekvation pa
y

vektorform

(n,r —u) = (n,r)—(n,u) =

- e[ of-

= ax + by — (au, + buy,) = 0.
Eftersom w &r en punkt pa linjen maste au, + bu, + ¢ = 0 gélla. Vi far
c=—(auy +buy) = — (n,u). (6.2)

Satter vi in detta i uttrycket ovan far vi just axz + by + ¢ = 0.

Vi kan nu skapa geometrisk mening at talet c. Figuren nedan illustrerar detta. Tank
pa n som om |n| = 1.

15



ar+by+c=0

(Sa mycket av w pekar at hallet n) = ({(n,u) om [|n| = 1).
Vi sag ju ovan att ¢ = — (n,u). I figuren visas att detta ocksa &r det kortaste
avstandet mellan origo och linjen om ||n|| = 1.

Ett avstand &r alltid positivt, sa det riktiga avstandet &r |c|. Vi har dock alltid fri-
heten att vélja riktning pa linjens normal. Den behover ju heller inte vara normerad
(||| = 1 behover ej gélla). Mer allmént betyder alltsa ¢ ”antalet normaler vi maste
forflytta oss fran linjen (fran den punkt dér linjen dr ndrmast origo) till origo”.
Om normalen pekar mot origo fran den punkten blir ¢ positivt. (Se 6vning ?? och
exemplet nedan.)

Exempel 6.2.2. Hur nédra kommer linjen 5z — 3y + 18 = 0 origo?

Losning: Vi identifierar en normal m med komponenterna n = {_53} Uppenbart

giller inte ||n|| = 1, varfor vi maste "normera linjens ekvation” sa att dess normal

blir normerad. Vi berdknar v/52 4+ 32 = /34 och far ekvationen

) . 3 n 18 0
V34 V 34y V34
Denna ekvation har naturligtvis samma losningsméngd som den givna. Vi identifie-

rar alltsa att det kortaste avstandet mellan origo och linjen &r \}—%. A

Vi drar darfor foljande slutsatser.

1. Givet en linje ax + by + ¢ = 0 kan vi utlédsa den vektor som &r normal till
linjen: n = Z] :
2. Om a och b uppfyller a®> + b* =1 < ||n|| =1 giller att || 4r avstandet

mellan linjen och origo. Tecknet pa ¢ beror pa om normalen pekar bort
fran eller mot origo.

6.2.2 Skirningspunkten for tva linjer igen
Antag att vi har tva linjer och vill veta var de skir varandra. Lat den ena ges pa
ekvationsform, (n;,r — u;) = 0 och den andra pa parameterform, ry(t) = ug + tvs.

Skarningspunkten fas da t antar det viarde dar uttrycket for den andra linjen upp-
fyller den forsta linjens ekvation. Vi far

<n1, T'Q(t) — U1> = <n1, Uo + t’UQ - U1> =0 (63)
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Denna ekvation kan 16sas med avseende pa t. Vi far

(ny,us —uy) +t(ng,vy) = 0
P _("11,“2—“1)
(n1, v2)
po_ o (npun - wg) (6.4)
<’I’L1,’l]2>

Nu nér vi kinner ¢ kan vi sitta in detta i ro(t) for att rdkna ut skarningspunkten.

Vi far

(ny, uy — u)
(1, v2)

Jamfor detta sitt att formulera problemet med exempel [6.1.1} Dér fick vi tva obe-

kanta, men hér bara en.

Uttrycket (6.4]) gar att tolka geometriskt, vilket visas i figuren nedan.

Us + Us.

Sa mycket nirmar sig
linje 2 linje 1 for varje

steg 1 1.

Sa langt dr det fran
o till linje 1.

Linjerna ritade med punkter finns for att underlatta insikten om att tva parallello-
gram bildas och att (ni,u; — ug) dr avstandet mellan linje 2 och linje 1 fran ws.

For att (n, u; — ug) och (ng, ve) 6verensstdmma med avstanden i bilden maste 1,
vara normerad. Det har dock ingen betydelse for uttrycket vilket inses genom
att skriva ut normeringsfaktorn ||n;|| i bade tiljare och ndmnare,
<n17 U — Uz)
[ ]
(n1, v2)
[ ]

Tolkat som en rorelse blir 16sningen ¢ ovan svaret pa fragan ”Hur lang tid tar
det att komma fram till linje 1 fran u, da hastigheten ar vy?”.

6.3 Viktiga satser
6.3.1 Reflektioner

Foljande sats kan fysikaliskt handla om studsar av olika slag, speciellt en ljusstrale
som reflekteras i en punkt pa en yta.
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Sats 6.3.1. Om en strale med riktningsvektor vy infaller mot en yta ddir den re-
flekteras, har den utgaende stralen riktning vo. Sambandet mellan vy och vy ges
av

<’I’L, U1>
Vo = V1 — 2 (65)
[n]|?
ddr n dr normalen till ytan @ reflektionspunkten.
Beuvis. Geometrisk motivering
Figuren visar de inblandade vektorerna i fallet da ||n|| = 1. Den skall tolkas sa att
vektorn v; flyttas framat sa att den pekar in fran ytan i reflektionspunkten.
(v1,n) = Sa mycket av v; som ér riktat lings n

Skalarprodukten (v, m) anger hur mycket av v; som pekar lings n om ||n| = 1.

Fran spetsen pa den framatflyttade v, skall tva ganger forflytta oss en stricka som
ar (v, n) lang i riktningen n. En gang for att komma till ytan och en gang till for
att komma till den eftersokta vs.

Minustecknet i uttrycket kommer sig av att v; och n pekar at olika hall. Dérfor blir
(v1,n) < 0, vilket kompenserar fér minustecknet i uttrycket.

Denna hérledning géller alltsa fallet da n pekar ut fran ytan sett fran dér v; kommer
ifran.
Om ||n| inte &r 1, maste vi dividera bade (v1,n) och n med ||n| for att konstruk-

tionen skall ga ihop. Darfor fas

<’I’I,,’Ul>
el

’U2:U1—2

Bevis

Beviset ldmnas som 6vning.

6.3.2 Avstand mellan linjer och punkter

Vi vet redan att den konstanta termen i ekvationen for en linje ar relaterat till
avstandet mellan linjen och origo. Detta avhandlades i avsnitt [6.2.1] Nu kan vi
bevisa féljande sats, som &r relaterat till detta.
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Sats 6.3.2. Kortaste avstandet D mellan linjen ax + by + ¢ = 0 och punkten P ges

av
B la P, +bP, + ¢

D
Va? + b?

Bevis. Vi later punkten P ges av vektorn us = [Px Py}T. Den linje som har sin
utgangspunkt i denna punkt, och som &r ortogonal mot var givna linje, har rikt-
ningsvektor vy, = [a b}T. Om vi later var skiarningspunkten mellan denna linje och
den givna vara w; kan vi skriva var givna linjen pa vektorform som

(ny,r —uy) =0

dar n; = [a b]T. Observera att vy = n; alltsa giller.

Nu har vi givit alla inblandade vektorer namn som stdmmer med situationen i avsnitt

6.2.2 se ocksa figuren nedan. Avstandet D ges av
D = [t][Jva]]

for det virde pa t som ges av [6.4

Vi far

<n1,u1 - u2>
(n1,v2)
<n1,'u,1 - u2>
(v2, v2)
<n1,u1) - (nl,'u,2>

V2]
aP,+bP,+c
[va][?

dér [6.2 har anvénts i sista steget.
Sétter vi in detta i uttrycket ovan for D, samt anvinder ||vs| = va? + b? fas

_|laP, +bP,+ ¢

D

Om man sétter in origo som P fas resultatet i avsnitt [6.2.1]
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6.4 Berikningar i praktiken

Uttryck som ekvation [6.3] och dess 16sning [6.4] d&r snygga uttryck eftersom de &r sa
generella. Att forsta uttryckens olika delar ar en viktig bit av den djupare forstaelse
for denna del av den linjédra algebran. Det samma géller uttrycket [6.5]

I praktiken &r det svart att anvédnda sig av uttrycken. Soker man en losning maste
man forr eller senare ned pa komponentniva da man sétter in siffror. Uttrycken &r
egentligen bara anviandbara i den form de star om man skrivit ett datorprogram dér
det finns en vektorklass dér vektoralgebran och skaldrprodukten &r implementerad.
Det ar i sig en bra 6vning i programmering, men det ligger utanfér malet med denna
text.

Om man i nagon tillampning har nagot som ror sig, antingen ett fysiskt foremal
med massa som har en hastighet eller en ljusstrale, och man vill veta var denna nar
fram till en végg, dr det praktiskt att representera stralen pa parameterform och
véaggen som en ekvation.

I tva dimensioner dr vaggen forstas en linje, men vi ska senare generalisera detta till
tre (eller fler!) dimensioner, och da blir viggen ett plan.

Man maste inte krangla till problemet genom att skriva viaggens ekvation pa vek-
torform. I tva dimensioner &r ekvationen for en linje

ar + by +c=0.
Linjen som vi vill ska skédra denna linje har uttrycket
z(t) = uz+ugt
y(t) = uy+uy,t
pa komponentform.

Satter vi in denna i linjens ekvation far vi helt enkelt
a(uy +v,t) +b(uy+v,t)+c=0

vilket dr en mycket enkel ekvation att 16sa.

Losningen ar

c+au, +buy

;=
av, +bv,

(6.6)

Det dr bra om du 6vertygar dig om att [6.4) och [6.6]i sjdlva verket &r samma uttryck.

7 Cirkeln pa vektorform

7.1 Parameterform

En cirkel kan skrivas pa parameterform som méngden av alla vektorer

cos(t)

r@—m+RLM)

} Vtel.

Tangenten till cirkeln i en punkt ges av derivatan for detta uttryck.
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7.2 Ekvationen for en cirkel

Formulerat som en ekvation tar vi fasta pa att en cirkel &r méngden av alla punkter
som har samma avstand till en viss punkt.

Definition 7.2.1. En cirkel ar l6sningsméangden till en ekvation av typen
I — 7ol = R

dér R &r cirkelns radie och ry &r cirkelns medelpunkt. A

Ett viktigt sambans som dr anvindbart sammanfattas i féljande sats.

Sats 7.2.2. Om r dr en punkt pa en cirkel ||[r — ro|| = R sa dr v — ro normal till
cirkeln i denna punkt.

7.2.1 Skéarningspunkterna for en linje och en cirkel

En linje ges av r1(t) = u; + v; t. Skdirningspunkterna for linjen och en cirkel ||r —
ro|| = R ges av losningarna till ekvationen

[r(t) —7roll = R
H’U/1+’U1t—7’0H = R. (71)

Pa komponentform blir detta en andragradsekvation som har tva lésningar om linjen
passerar genom cirkeln, en 16sning om linjen tangerar cirkeln och ingen 16sning om
linjen inte skér cirkeln.

Precis som i avsnitt skall vi nu se hur l6sningen av ([7.1)) gar att tolka geomet-
riskt. Pa komponentform blir det som sagt en andragradsekvation, vilket vi kan fa
aven hér enligt foljande steg:

Hu1+v1t—7°g\|2—R2 =

<u1—|—v1t—r0,u1—|—v1t—r0>—R2 =

t2 (v, v1) + 2t (v1, U1 — 7o) + (Uy — T, Uy — 1) — R? =

12 —|—t2 <’017U1 — 7“0> + <U1 — To, U1 — "“0> - R
<U1,U1> <U1,U1>

oS O O O

ny text har

t w#(mym—mul_m_m

(v1,v1)

" <U1,U1 —7‘0> + \/(@17“1 —"“0>>2 B <U1 — To, U1 —7‘0> — R?

[[oa[|?

jolt = —na=ro) \/(—<”1’“1 - TO))Q — (uy — 7o, uy — 7o) + RT.2)

I de tva sista stegen har (vq,v1) = ||v1]]? nyttjats, och en faktor ||v;| har flyttats till
vénsterledet eftersom [|v|| ¢ &r strickan fran w; till skérningspunkterna (en stricka
for varje t).

De olika delarna i ((7.2) gar att tolka geometriskt.
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I figuren representerar a projektionen av ro — u; pa v; (observera ordningen sa att
tecknet blir ritt nedan). Vidare dr £ langden av u; — r(. Parallellogrammet dar 7
ar diagonal ar inford for att detta skall framga tydligare.

Den streckade linje vars langd ar « &r vinkelrdt mot linjen r;(¢). Linjens skdrnings-
punkter med cirkeln &r alltsa pa avstanden o 4+ ¢ fran w.

Med symboler géller

<1)1,U1 - 7“0>
o1l
B = |lur —roll* = (w1 — ro,us — 1)

o = —

Uttrycket for ¢t ovan gar nu att skriva
|lvil|t = a++/a?— 32+ R2
Det finns tva ratvinkliga trianglar i figuren som later oss teckna utttycken

o = B2
R = &+

Med dessa fas

lodlt = a® /B2 B2y o2t
o]t = a+d

vilket ar precis vad vi ville visa.

7.3 Beridkningar i praktiken

Vektorversionen av cirkelns ekvation vacker men inte sa anvéndbar. Vill man berdkna
skdrningspunkten mellan en cirkel och en linje kan det vara enklare att ga ned pa
komponentform direkt istéllet for att avnanda ([7.2)).

Cirkelns ekvation ges av

(2 = 20)* + (y — yo)* = 1
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och i den sétter vi in linjen

z(t) = uy+o,t
y(t)

Uy + Uyt
som vi vill skall skara cirkeln. Da fas

(Uy + Vot — 20)° + (uy + vyt —yo)* =1°

vilken ar en andragradsekvation i ¢.

De tva losningar som kan fas ar de viarden pa t dér linjen gar in och ut ur cirkeln sett
fran linjens utgangspunkt (sprakbruket ar forstas mest relevant da cirkeln befinner
sig "framfor” linjens utgangspunkt, for da blir bada losningarna positiva).

Om linjen tangerar cirkeln fas en l6sning, och om linjen missar cirkeln fas inga
16sningar.

8 Vektorer i tre dimensioner, plan och klot

I koordinatgeometrin definierade vi plan och klot som losningar till ekvationer av

typen
ar+by+cz+d=0

respektive

(z—20)” + (Y —90)* + (2 — 20)* = 1.

Vi skall nu se hur man kan definiera motsvarande begrepp med vektorer samt hur
de olika definitionerna hénger ihop.

Vi 6vergar nu alltsa till att studera vektorer i R®. Hiir har naturligtvis alla vektorer
tre komponenter. Algebran for vektorer i R? dr densamma som for vektorer i R2.
Linjer definieras ocksa pa samma sétt. Skaldrprodukten far ocksa den naturliga
utvidgningen

(u, V) = vy + uyvy, + u, ;.

8.1 Vektorprodukt

En sak man kan géra i R? som man inte kan gora i R? ar att multiplicera tva vektorer
sa att resultatet blir en vektor.

Definition 8.1.1. Vektorprodukten mellan vektorerna w och v ges av
UyUy — UVy
UX V= | UV — UV,
UpVy — Uy Uy

A

Vi gar inte in pa hur eller varfér denna definition ser ut som den gor, men nagra
egenskaper ar viktiga.

1. Vektorprodukten &r antisymmetrisk, u X v = —v X u
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2. Vektorprodukten av tva parallella vektorer &r noll. (Detta foljer av punkt 1.)
3. Resultatet &r ortogonal mot bade u och wv.

4. Storleken av resultatet blir lika med "arean” [ av det parallellogram som har
u respektive v som sidor.

Det finns manga tillimpningar av begreppet vektorprodukt. I kursen Fysik 2 stude-
ras exempelvis fall dar en laddad partikel (laddning ¢) ror sig (fart v) i ett magnetfalt
(filtstyrka B). Eftersom begreppet vektorprodukt inte &r forkunskaper i Fysik 2
studeras bara fall dédr hastigheten &r vinkelrat mot magnetfiltet. Da blir kraftens
storlek

F=quB

vilket &ar ett specialfall av det allménna fallet

F =qvxB.

8.2 Plan

Precis som linjer kan plan parametriseras. Den mest fundamentala skillnaden mellan
en linje och ett plan ar att den topologiska dimensionen ar tva for planet, men bara
ett for linjen. Det krdvs ocksa tva riktningsvektorer for att definiera ett plan pa
parameterform.

Definition 8.2.1. Ett plan &r méangden av alla vektorer
r(s,t)=u+vs+wt V s,t R

dédr uw ar en punkt pa planet. Vi sédger att v och w spidnner upp planet. A

Vi skulle nu kunna studera problem av typen ”Var skér en given linje ett plan?”
eller "Léngs vilken linje skér tva plan varandra?”. Precis som i exempel far
vi da en ekvation med flera obekanta som &nda gar att lsa eftersom vi har flera
dimensioner och dérmed i praktiken har flera ekvationer.

Lite enklare blir det om vi bildar ekvationen for ett plan.

Definition 8.2.2. Ett plan &r méangden av alla vektorer r rsom é&r 16sningen till
en ekvation av typen (n,r —u) = 0 dir w &r en punkt pa planet och n &r planets
normal. A

Notera att detta ar formulerat pa samma sétt som ekvationsdefinitionen av en linje.
Den enda skillnaden #r att vektorerna nu ér i R? och inte R2.

Den geometriska forstaelsen &r ocksa densamma: Vi soker méngden av alla vektorer
som &r ortogonala mot planets normal . Om origo (vektorn 0) tillhor planet skulle
vi fa ekvationen (n,r) = 0, och om planet &r "flyttat” fran origo till w far vi
(n,r —u) =0.

Definition 8.2.3. Tva plan &r parallella eller ortogonala om deras normaler ar
parallella eller ortogonala. A

De vektorer som spanner upp planet, v och w, dr bada vinkelrdta mot planets
normall n. Déarfor 4r n parallell mot v X w.

8Detta tas i sjdlva verket som defintion av area i vissa sammanhang.
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8.2.1 Skirningspunkten for en linje och ett plan

Antag att vi kénner ekvationen for ett plan, (ny,r —u;) = 0 och har en linje pa
parameterform, r(t) = wus + vot och vill bestdimma i vilken punkt linjen skér planet.
Vi substituerar 7 i planets ekvation mot linjen och far

(n,r(t) —w1) = 0
(ny,us +vot —uy) = 0
(ny,us —uy) + (ny,v)t = 0
_(nl,uz—u1>

t =
<n17 U2>

Notera aterigen att detta exempel &r helt ekvivalent med exempel [6.2.2]

Detta visar pa styrkan i den abstrakta notationen, men i praktiken kan det vara
béttre att ga ned pa komponentform. Om vi gor som i avsnitt far vi ekvationen

ar+by+cz+d=0
for planet och for linjens komponenter

x(t) = up+u,t
Uy + vyt
2(t) = wu,+ov,t.

<

—~
~+

~—

sitter vi in linjens komponenter i ekvationen for planet och loser detta far vi

d+auy +buy +cu,

t=—
avy +bv, +cu,

precis som vantat.

8.2.2 Skirningen mellan tva plan

Att bestdmma var tva plan skédr varandra kan goras pa olika sédtt beroende pa
forutsattningarna. Losningen maste vara en linje om planen inte dr parallella.

Om man skriver det ena planet pa ekvationsform och den andra pa parameter-
form kan man hitta ett forhallande mellan de tva parametrarna sa att man bara
far en obekant parameter kvar. Denna parameter kommer da att parametrisera
skédrningslinjen.

Intressantare blir det om man kénner ekvationen for bada planen, men vi ater-

kommer till detta fall i texten om matriser.

Man kan ocksa utnyttja att skdrningslinjens riktningsvektor maste vara ortogonal
mot bdada planens normaler. En sadan vektor fas om man bildar vektorprodukten
mellan normalerna. Dessutom maste man kénna till en punkt som &r gemensam for
bada planen som kan véljas till skdrningslinjens utgangspunkt.

Vi véntar dock med att avhandla detta problem till dess vi tagit upp begreppet
matriser, i del II av denna lilla serie.
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8.2.3 Projektion av en linje pa ett plan

Ett intressant problem &r att projicera en linje pa ett plan. Mer precis, givet en linje
och ett plan, hitta ett uttryck for linjens projektion pa planet.

| /‘g
- Q <”n”>

Vi later den ursprungliga linjen ges av r(t) = w + vt dér w ligger i planet (man kan
alltid hitta u enligt exempel [8.2.1]).

Den del av v som ér riktad ldngs planets normal n &r

(n,v) n

|| [In]|
I figuren ovan ar det markerat hur stor del av v som &r riktad langs n. For att fa
med riktningen av denna stricka finns den andra faktorn.

Denna del av v maste subtraheras fran v for att "komma ned pa planet”. Den
projicerade linjen far da uttrycket

rp(t) = u — (v - jﬁlﬁg n) t.

Pa komponentform blir x-komponenten av detta uttryck

rep(t) = Uy — (vz —

Uttrycken for r, p(t) och 7, p(t) liknar detta.

NgVz + NyVy + N,
2 2 5 Na | 1
Ny +ny, +n;

Kruxet ér att alla komponenter av » kommer att innehalla alla komponenter av v.
Vi aterkommer till detta i texten om matriser.

8.3 Klot

Allt som &r sagt om cirklar géller &ven for klot (utom parametriseringen), se avsnitt

(2
Aven ett klot &r méngden av alla punkter som har samma avstand till en viss punkt.
Definition 8.3.1. En klot ar 16sningsméngden till en akvation av typen

lr — 7ol = R

dér R ar klotets radie och ry &r cirkelns medelpunkt. A

Aven for klot giller foljande sats.

Sats 8.3.2. Om r dr en punkt pa ett klot ||r — ro|| = R sa ar r — vy normal till
klotet i denna punkt.
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8.3.1 Skirningspunkterna for en linje och ett klot

En linje ges av (t) = u+wvt. Skirningspunkterna for linjen och ett klot ||r—ro|| = R
ges av losningarna till ekvationen

lr(@) = 7ol = R
lu+ vt —1r¢]| = R.

Detta &r samma ekvation som nér vi sokte skdrningspunkten mellan en linje och en
cirkel, och losningen ges dven hér av . Aterigen ser vi styrkan och skoénheten i
de abstrakta vektor-uttrycken, men i praktiken kan det vara lidttare att ga ned pa
komponentform direkt.

Klotet ges av ekvationen

(. —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* =12

och i den sétter vi in linjen

z(t) = up+u,t
y(t) = uy+uyt
U, +v,1

I
—

<~
~

och far
(g + Vgt — 20)% 4 (uy + vyt — o) (us + v, t — 2) = 72

vilken &r en andragradsekvation i ¢, precis som i det tvadimensionella fallet.

Avslutningsvis kan vi notera att sats giller dven i R3.

8.4 Ray tracing

En tillampning av allt detta finns inom datorgrafiken, speciellt inom en metod som
heter Ray Tracing. Den gar till sa att man definierar en punkt som 6ga (punkt A
i figuren nedan). Man definierar ocksa en rektangel som man delar in i lika manga
punkter som onskad upplosning pa bilden. For varje punkt bildar man en linje sa
gar fran 6gat genom bildrektangeln.

Man bestammer ocksa var det finns olika sorters objekt och deras egenskaper. Ex-
emplet nedan visar ett klot, som vi later ha en yta som reflekterar 75% av det ljus
som traffar den. Det finns ocksa en kub som inte har en reflekterande yta.
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Man undersoker om linjen som utgar fran A och gar genom B i bilden tréffar nagot
objekt. Det gar till sa att man berdknar eventuella skdrningspunkter mellan linjen
och alla objekt man har. I exemplet traffar linjen klotet i punkt C'. I denna punkt
anvéinds sats for att berikna en ny linje som utgar fran C' och som har den
nya riktningsvektorn.

Nu maste processen upprepas. Man berdknar eventuella skdrningspunkter mellan
denna nya linje och alla objekt man har. I exemplet traffar linjen kuben i punkt D.
Eftersom kuben inte reflekterar ljus slutar stralen har. Féargen i punkt B kommer
nu ges till 75% av klotets firg och 25% av kubens firg.

Detta upprepas for alla punkter i bilden.

For att fa en finare bild bor man &ven blanda in ljuskéllor. Antag att punkt C
inte ligger i skugga. Da kommer klotets firg just dér paverkas av vinkeln mellan
normalen m och riktningen till ljuskéllan sett fran C.

Ett exempel pa en bild som &r genererad med denna teknik visas nedan.
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A Axiom for vektorrum

Ett vektorrum (eng vector space) bestar av en kropp K och en méngd V dér det
finns en operation (addition, +) definierad pa elementen i V och en operation (mul-
tiplikation, -) definierad pa element i K och elementen i V.

Element 1 ¥V benamns vektorer och betecknas med fet stil. Element i X benamns
skaldrer.

Vi sdger att vektorrummet V ér over K.
Axiom Foljande punkter skall gilla for alla w, v, w € V och for alla k,[ € K.
1. Addition dr kommutativ: u +v =v +u
2. Addition &r associativ: (u +v) +w =u + (v + w)
3. Existens av nollvektorn:
Det finns ett element 0 sa att v +0 =wv
4. Existens av invers:
Till varje v finns ett element u sa att v + u =0
5. Multiplikation med skaldr &r distributiv: k(u + v) = ku + kv
6. Multiplikation med skaldr &dr associativ: k(lv) = (kl)v

7. Multiplikation med multiplikativt enhetselement i K: 1lv = v

Exempel pa vektorrum ar Q, R och C vilka alla &r vektorrum &ver sig sjélva. Dessa
ger pa ett naturligt siatt dven vektorrummen Q", R™ och C".

Daremot ar inte Z ett vektorrum over sig sjalv eftersom Z inte ar en kropp.

Abstrakta exempel dr funktionsrum. Méngden av alla polynom &6ver en kropp &r
vektorrum 6ver den kroppen. Exempelvis dr Q[z] ett vektorrum 6ver Q.
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