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1 Bakgrund

Kursen Matematik 5 skall bland annat handla om differentialekvationer och numeris-
ka losningar av dessa samt om talteori, talféljder och rekursion. Normala laromedel
tar upp delar av detta, men endast i spridda skurar. Denna text syftar till att knyta
samman dessa delar av matematiken for en djupare forstaelse.

Det finns ocksa typiska problem man férvéintas behérska efter att ha gatt Matematik
5, men det &dr inte alltid 16sningsmetoderna framgar sa bra i alla ldromedel. Det
andra syftet med denna text ar att ge konkreta instruktioner for hur man tolkar
dessa fragestéllningar, hur man loser problemen och hur l6sningarna skall tolkas.

Denna text riktar sig alltsa bade till de som soker djupare forstaelse och de som
vill ldra sig hur man loser standardproblemen effektivt.

De delar av teorin som técks nagorlunda bra av normala ldromedel skrivs férbigaende
for att skapa en enhetlig text.

2 Inledning

En talfsljd &ér en ordnad f6ljd av tal. Samma tal far férekomma flera ganger. Som
notation anvinder vi (a,) som en forkortning for (aj,as,as,...). Observera att vi
anvander parenteser for att understryka att ordningen &r viktig, vilket skiljer en
talfoljd fran en méangd tal. I en méngd réknas ocksa bara unika element.

Notera att a,, star for det n:te talet i talféljden, medan (a,) star for hela talfoljden.

Lagg dven marke till att vi indexerar féljden fran 1. Foljden borjar med a; och inte
med ag!

Generellt finns alltsa inga krav pa talen i en talfoljd for att foljden skall fa kallas
talfoljd.

Ibland &r det praktiskt att avgrdansa sig till dndliga talféljder, och i andra samman-
hang &r alla talféljder odndliga. En till synes dndlig talfoljd tolkas i sa fall som om
den slutar med en odndlig f6ljd nollor.

Om det &ar uppenbart kan vi ange en talféljd genom att beskriva nagra av elemen-
ten. Exempelvis kan vi bilda talfoljden (a,) = (1,3,5,7,9,...) dir det alltsa anses
uppenbart att ag = 11.

Vildigt ofta maste man ange vilka tal som finns i en f6ljd pa andra sédtt. Det mest
naturliga ér att bilda ett uttryck for a,, i stil med a,, = n? — 3n. Detta ger foljden
(an) = (—2,-2,0,4,10,18,...).

Ett annat sitt att ange vilka tal som finns i en talfoljd ar att ange hur ett nytt tal
bildas fran de foregaende. Da maste man ocksa ange vilket eller vilka tal man skall
borja med. Ett klassiskt exempel &r Fibonaccis talfoljd (f,,) som man far om man
sitter de tva forsta talen i foljden till 1. Alla andra tal bildas som summan av de
tva foregaende.

Som notation for detta skriver vi fi = 1, fo = 1 och f,41 = fn + fn_1. Detta ger
(fo) = (1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Detta satt att ange talfoljder kallas rekursivt, vilket ungefar betyder ater-skrivning.
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Talfoljder kan beskriva nagon situation. Ett enkelt exempel &r en situation dér vi
tanker oss att vi sdtter in 50 000 kr i borjan av ett ar pa ett sparkonto med sparrédntan
3%. I slutet pa varje ar tar vi ut 1000 kr. Om a,, star for hur mycket som finns pa
kontot i borjan av ar n kan vi enkelt bilda ett rekursivt uttryck fér hur behallningen
pa kontot fordndras:

a; = 50000
any1 = 1.03a, — 1000.

Att kunna omsétta en text som den ovan i denna typ av ekvation &r ett stan-
dardproblemen!

Den intressanta fragan blir nu om man kan bilda ett uttryck som beskriver hur
mycket pengar som finns pa kontot ett visst ar. Med andra ord skall vi forsoka ga
fran en rekursiv definition for talféljden till ett uttryck for talféljden. Vi skall se att
detta pa manga sétt liknar att 16sa en differentialekvation.

Pa viagen kommer vi ocksa att stota pa en del intressant matematik som kommer
att ge djupare insikt i bade denna typ av problem, men dven differensekvationerna
och diverse annan matematik.

3 Aritmetiska talféljder

Det enklaste fallet av talfoljd &r den déar ett tal bildas sa att det &r summan av ett
visst tal och talet fore. Dessa talfoljder benamns aritmetiska. Ett rekursivt uttryck
for dessa ar a,1 = a, + d dér d ar en konstant. For att fa en viss talfoljd maste vi
aven ange aj.

Ett exempel pa en aritmetisk talfoljd ar (a,) = (1,4,7,10,13,...) som ges av a; = 1
och a,1 = a, + 3.

Ett uttryck for en aritmetisk talfoljd ar a,, = a1 + d(n — 1).

4 Geometriska talfoljder

Ett annat enkelt exempel dr geometriska talféljder som fas da ett tal bildas fran
det foregaende genom att det multipliceras med en konstant. Rekursivt uttrycks
detta som a, 1 = q a,. Man kan ocksa formulera sig sa att kvoten mellan ett tal och
det foregaende skall vara konstant. Darav namnet ¢ som i quotient. Ofta bendmns
konstantnen £, men i denna text anvinds £ som dummy-index i summor.

Ett exempel pa en geometrisk talfoljd ar (a,) = (3,6,12,24,48,...) som fas genom
a; = 3 och a,y 1 = 2a,.

Ett uttryck for en geometrisk talféljd &r a, = a;¢"!.



5 Uttryck fér summor
Vi skall se att det &r intressant att bilda summan av talen i en talféljd. Dels kommer

detta dyka upp rent matematikst, men det finns ocksa tillampningar som bygger pa
detta.

Sats 5.0.1. Om (a,) dr en aritmetisk talfoljd gailler

n
aj + (07
E ap — n.
2
k=1

Sats 5.0.2. Om (a,) dr en geometrisk talféljd galler

iak _ -1 (5.1)

k=1 q—1

Att kunna anvéinda dessa uttryck for summor dr standardproblemen! (Det finns
dock oftast bra ¢vningar pa detta i normala ldiromedel, sa de utelamnas hér.
Detsamma géller beviset for satserna.)

6 Konvergens av talféljder

En talfoljd (a,) sdgs konvergera mot ett tal a om gransvirdet

lim a, = a
n—oo

ar valdefinierat.

Om gransviardet a = oo sédgs foljden ha ett oegentligt griansvirde eftersom
oo ¢ R.
Exempelvis konvergerar talfsljden (a,) = (1,1,3, 1, 1, ..) mot talet 0.

Aritmetiska talfoljder konvergerar inte mot nagot tal om inte d = 0, men geometriska
talfoljder gar mot 0 om |¢| < 1.

En talféljd som inte dr konvergent ér divergent.

Exempel pa en divergent foljd &r (a,) = (1,—-1,1,—1,...).



7 Serier

En talfoljd (a,) definierar en serie, vilket &r ett uttryck pa formen
art+as+asg+---

En serie kan ha dndligt eller oéndligt manga termer.

Fragan dr om summan av dessa tal dr vildefinierad (det &r forstas bara intressant
om serien har oéndligt manga termer). Ett limpligt mellansteg for att reda ut detta
ar att bilda den n:te delsumman s, enligt

n
Sp = E ag.
k=1

Detta ger oss en ny talféljd (s, ). Om denna &r konvergent med griansvéirdet s sdger
vi att hela serien har summan s och skriver

n o0
5:limsnzlimg ak:E ag.
n—oo n—oo
k=1 k=1

Ett intressant fenomen &r att vissa serier kan ha summor som é&r irrationella tal (eller
till och med transcendental), trots att alla termer &r rationella tal. Exempelvis géller

In(2

~—

+

. (7.1)

1
- — 2
T (7:2)

_I_

+

O] = W =

1 1
4 5
1 1
79

=~
Wl N~

Dessa exempel visar att en serie dr en form att uttrycka sig pa. Jimfor med att
uttrycka rationella tal pa brakform och decimalform. En typisk skolboks-6vning pa
detta dr ”skriv 3/4 pa decimal form”. Man skulle kunna ténka sig ”skriv In(2) som
en serie av rationella tal” som en liknande 6vning pa serier.

Om du har stott pa potensserier tidiagare skall du naturligtvis jamfora med detta
ocksa. Exempelvis géller

2

T
e:1+x+§+—+ Zk,

En serie som bildas som summan av talen i en geometrisk talfoljd benémns geo-
metrisk serie.
Sats 7.0.1. En geometrisk serie har summan

o
Z alqk =

om |q| < 1.



8 Betingat konvergenta serier

En serie dr absolutkonvergent om

00
Dl
k=1

ar valdefinierat.

Observera att en serie kan vara konvergent utan att vara absolutkonvergent. Exem-

pelvis giller
ey
_ — — — — — ce e = 0O0.
1 2 3 4 5 6

Jamfor detta med (7.1)) som har summan In(2).

En serie som &r konvergent men inte absolutkonvergent benémns betingat kon-
vergent.

Nagra observationer: En betingat konvergent talfoljd (a,) maste besta av bade po-
sitiva och negativa tal. De maste ”ta ut varandra” pa ett sadant séitt att summan
av alla tal gar mot nagot vérde. Om (P,) respektive (1V,) ar de positiva respektive
negativa talen i (a,) maste bade P, — 0 och N,, — 0 da n — oo gélla. Daremot
kan inte summan av alla talen i nagon av dessa foljder vara definierad. Om till ex-
empel summan av talen i (P,) far nagot vérde, men inte (IV,), kan inte (a,) vara
konvergent.

Foljande sats ér ett underbart exempel pa hur kontraintuitiv matematiken kan vara.

Sats 8.0.1. (Riemanns omordningssats) En betingat konvergent serie kan fa vilken
summa som helst genom att ordningsfoljden mellan termerna dndras.

Beuvis. Lat (a,) vara termerna i den betingat konvergenta serien. Vi kan fa summan
av talen ur (a,) att konvergera mot det godtyckliga talet s med foljande metod.
Antag att s > 0. Bilda summan av sa manga tal ur (P,) att summan Gverstiger s.
Eftersom summan av talen i (P,) inte dr definierad finns det tillrackligt med tal sa
att detta intraffar nagon gang.

Ligg dérefter till sa manga tal ur (N,) att summan blir mindre &n s. Aterigen vet
vi att detta kommer att ga eftersom summan av talen i (N,) inte dr definierad.

Upprepa detta: Lagg till positiva och negativa tal sa att summan blir storre dn s
och mindre &n s varannan gang. Eftersom de kvarvarande talen ur bade (P,) och
(N,,) blir mindre och mindre kommer vi forvisso att fa halla pa langre och langre,
men vi kan ddrmed ocksa vara sikra pa att vi kan komma godtyckligt nira s (vilket
dr definitionen pa att summan far grénsvéirdet s). O

11
304> 5 --) SUC-

ot

Omslagsbilden till denna text visar hur summan av talen i (1, —%,
cesivt viljs sa att summan av dem gar mot talet 1.7.



9 Differensekvationer

All teori och alla exempel i detta avsnitt ar att betrakta som standardproblem!

9.1 Inledning och enkla fall

En differensekvation av ordning ett ir ett uttryck pa formen
Gni1 + qa, = by.

Exempel pa en sadan ir a,.; — 2a, = n? — 3n.

Om b, = 0 ar differensekvationen homogen, annars dr den inhomogen (som i
exemplet ovan).

Att 16sa en differensekvation innebér att man hittar ett uttryck for a,.

Att ga fran en rekursiv definition for en talfoljd till ett uttryck for en talféljden &r
alltsa precis samma sak som att l6sa en differensekvation.

Vi har sett att aritmetiska talfoljder kan uttryckas rekursivt som
Qpi1 — Qp = d.
Betraktat som en (inhomogen!) differensekvation har den alltsa losningen
a, =a; + (n—1)d.

Jamfor man med differentialekvationer sa kanske du tycker att det borde dyka upp
en obekant konstant C' som maste bestdmmas med ett villkor. Det &r riktigt, men
det syns inte lika tydligt. Om vi har ett villkor som séger att a; = C sa ser du att
det alltsa ar a; sjilv som &r C.

Den geometriska talfoljden ér 16sning till differensekvationen

Ap+1 — qap = 0.

Denna differensekvation dr homogen och har alltsa losningen

an = a1q" .
For att jamforelsen med differentialekvationer skall bli tydligare kan vi uttrycka
detta a,, = Cq™.
Exempelvis har a,,1 — 4a, = 0 16sningen a,, = C4". Om har a; = 8 som villkor far
vi C4! = 8 vilket ger C = 2 och dirmed a,, = 2 - 4™.
Lite senare i denna text skall vi se hur differensekvationer motsvarar differentialekva-

tioner. Innan vi reder ut det fullstindigt for vi néja oss med att konstatera att de
geometriska talfoljderna i nagon mening motsvarar funktioner av typen f(z) = Ce”.

i1+ qan =0 < f'+qf =0
a, =C(—q)" < f(z)=Ce ™

Det ar alltsa bara att skriva upp losningen till en homogen differensekvation av
ordning ett pa samma sitt som man skriver upp losningen till en homogen differen-
tialekvation.



9.2 Inhomogena fallet
Om man har en inhomogen differensekvation resonerar man pa samma séitt som
man gor med differentialekvationer. Vi studerar nagra exempel.

Exempel 9.2.1. Lat oss l6sa
Gpi1 — 20, = 3n —4

med villkoret a; = 7.

Precis som for differentialekvationer finns en homogen l6sning och en partikulérlésning
som svarar mot just detta hogerled.

Den homogena l6sningen ar bara att skriva ned. Den blir
al = C2",
Konstanten C' kan vi inte bestdmma innan vi kdnner den allménna losningen.

For att hitta partikuldrlosningen ansétter vi ett uttryck av samma grad som hogerledet.
Lat
ab = fn + a.

Nér man loser differentialekvationer ansidtter man en funktion som partikulérlosning.
Den deriveras sedan och detta sétts in i differentialekvationen. Har far vi gora pa
nistan samma sitt. Bilda al ,, och sétt in. Vi far

ap,=pn+1)+a

och
Bn+1)+a—2(fn+a) =3n—4.

Vi forenklar till
Bn+B+a—26n—2a=3n—4

och identifierar koefficienter framfor n:

n: —p = 3
1: f—a = —4.

Detta ekvationssystem har 16sningen
g = -3
o = 1.
Den allménna 16snignen blir da
ap =a +a? = 02" —3n + 1.
Nu kan vi bestamma C'. Villkoret a; = 7 ger ekvationen

7 = 02'—3.1+4+1
9 = 2C.

Losningen &r alltsa

9
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Losningsmetoden gar att sammanfatta i foljande steg.

e Skriv upp den homogena losningen direkt.

e Ansitt en partikularlosning av samma grad som hogerledet.

e Bilda "hégre ordningar” (jamfor med att derivera partikuldrlosningen).
e Sitt in i differensekvationen.

e Forenkla.

e Identifiera koefficienter framfoér olika potenser av n.

e Los ekvationssystemet.

e Skriv den allménna losningen som summa av den homogena losningen och
partikularlosningen.

e Bestdm C' om du har nagot villkor som maste uppfyllas.

Exempel 9.2.2. Om hogerledet &r av grad tva far man generellt ansétt ett polynom
av lika grad. (Men vi skall se i nésta exempel att det inte alltid récker!). Lat oss 16sa

Qni1 + 3a, = n? —2n + 1.

Hér foljer en kortare 16sning enligt stegen ovan.

Den homogena losningen &r

Vi anséatter

SRS
|

yn? + Bn + «
any = Y+ 1)+ +1) +a=
y(n®*+2n+ 1)+ B(n+1) +«

33

och satter in 1 ekvationen. Vi far

Y2 +2n+ 1)+ Bn+1)+a+3(yn2+Bn+a)=n?>—2n+1
mE+2n+v+ Bn+B+a +3yn*+36n+3a=n*—2n+ 1.

Vi identifierar koefficienterna

n?: 4y = 1
n : 2y+4p = —
1 : y7+pf+4a = 1
Detta ekvationssystem har 16sningen
1
T
3
=R
0@ - 2
32

11



Den allménna 16sningen &r alltsa

Eftersom vi inte har nagot villkor kan vi inte bestamma C'. A
Exempel 9.2.3. Nu skall vi se pa ett specialfall. Lat oss 16sa
Api1 — Gp = 3N+ 1.
Den homogena delen av detta blir
pi1 — G = 0 a1 = ay.

Detta betyder att den homogena l6sningen &r en konstant, eftersom ett nytt tal i
talfoljden skall vara lika med det foregaende.
Kvoten mellan tva pa varandra féljande element #ir 1, sa vi far a = C1" = C.

Som partikulérldsning ansétter vi ett polynom av grad 1, forenklar och sétter in. Vi
far

ad = fn+a
@ = Bn+1)+a=
= fn+ B+«

pn+B+a—(fn+a) = 3n+1
8 = 3n+1

Vi ser att detta inte gar att 10sa.

Av olika anledningar som kommer att beskrivas i avsnitt [[2] maste vi ansétta ett
polynom av hogre grad &n hogerledet da ¢ = 1.

12



Vi anséatter istallet

S
|

yn? + Bn + «
Yn+1)?+ B +1) +a=
= y(n*+2n+1)+Bn+1)+a

33

och satter in. Vi far

P +2n+ 1)+ pn+1)+a—(m*+Pn+a)=3n+1
y2+2n+v+ Bn+B +a— yni—PFn—a =3n+1
“2n+y +  p =3n+1

Vi ser att termer som innehaller n? férsvinner. Det gor dven de konstanta termern.
Kvar blir

n: 2y = 3
1: ~+p = 1.
Detta gar att 1osa! Vi far
3
T )
1
8= -3
Den allménna 16sningen &r
3 1
n=C+-n*>—-n.
a + 2n 2n

Att den konstanta termen « utgick ur partikulérlosningen far ingen praktisk bety-
delse eftersom det finns en obekant konstant fran den homogena delen.

A

9.3 Andra ordningen

En differensekvation av ordning tva &r ett uttryck pa formen
Unt1 + Py + qan_1 = by

Precis som for differentialekvationer far vi den homogena lésningen genom att bilda
differensekvationens karakteristiska ekvation

2 4+pr4+qg=0

som har rétterna x; = r; och xq9 = 9.

Da &r det bara att skriva upp den homogena losningen
afl = Cri + Dry.
Om vi far en dubbelrot x = r blir den homogena 16sningen

a" = (Cn + D)r"

13



Exempel 9.3.1. Lat oss losa
Ap41 — 7an + 12an,1 =2n+3

med vilkoren a; = 1 och ay = 2.

Den homogena losningen fas genom att 1osa
2?2 —Tr+12=0.
Lésingarna blir z; = 3 och x5 = 4, sa den homogena 16sningen &r

a = C 3"+ D 4"

Vi kan inte bestdamma C' och D redan nu! Det &r hela 16snignen som skall
uppfylla villkoren, inte bara den homogena delen! OBS! Vanligt fel!

Som partikulérlosning ansétter vi ett polynom av samma grad som hogerledet. Vi
bildar dérefter ¥, och af_,. Vi far

a = fn+a
= Bln+l)+a=PBn+B+a
ab_, = Bn—1)+a=pn—-F+«

Detta satter vi in 1 ekvationen och forenklar. Vi far

fn+B+a—-T7pPn+a)+ 12(n—F+a) =2n+3
bn+pB+a— Tn—"Ta +128n — 126+ 12a =2n+ 3

Vi identifierar koefficeinter

n: 60 = 2
1: =118 + 6a = 3
och far
1
P =3
10
a = —.
9

Den allménna l6sningen &r alltsa
10

1
n=03"+D4" + - —.
a + +3n—|—9

14



Vilkoren ger ekvationssystemet

C3+D4a+ &+ + X =1
0

032+D42+§-2 +%j=2

som har 16sningen

2
C = —=
3
p = L
18
Losningen &r alltsa
2 7 1 10
ap=—-3"+—=4"+-n+—.

3 18 3 9

Som du ser sa dr metoden for att bestimma partikularlosningen helt identisk
med fallet med differensekvationer av ordning ett.

Aven for differensekvationer av ordning tva finns nagra specialfall man maste se upp
med. Det kommer att visa sig att dessa uppkommer da 1 + p + g = 0, och detta
forklaras i avsnitt [12]

Exempel 9.3.2. Ett av specialfallen ar
Qpy1 — 4a, +3a,-1 =5n —T.

Hér géller uppenbarligen 1 — 4 4 3 = 0, och vi skall se vad det stéller till med.

Den homogena l6sningen blir
a" =C 1"+ D 3"

eftersom rotterna till den karakteristiska ekvationen &ér 1 respektive 3.

Som partikuldrlosning ansitter vi
al = fn+ «

eftersom graden for hogerledet &r 1.
Vi bildar

ar,, = Bn+l)+a
a,y = Bn—1)+a

och satter in detta i differensekvationen. Vi far

pn+pB+a—-4(Bn+a)+3(fn—pF+a) = n—"T.

Som du ser forsvinner alla termer som innehaller n i vansterledet. Da kan vi omojligt
véalja 8 och « sa att hogerledet blir lika med vansterledet.

Precis som i exempel blir vi tvugna att ansétta ett polynom av hogre grad.

15



Vi far

= n’+Bn+a
41 = Y(n+ 12 +B(n+1)+«
o= yn=1P2+8nh-1)+a

T T
|

som vi satter in i1 var ekvation. Vi far

yn+1)? +Bn+l)+a—4(m*+pnta)+ 3(y(n-1° +B(n—1)+a)=5n-7
yn2P4+2n+ 1)+ Bn+1)+a—4(yn*+pn+a)+3(y(n*—2n+1) + B(n—1)+a)=5n—T1.

Aven i detta fall kommer n? att férsvinna fran vénsterledet. Det &r bra eftersom
det inte finns nagon sadan term i hogerledet. Aven « forsvinner, vilket inte &ar sa
konstigt eftersom vi har en konstant term fran den homogena 16sningen (precis som

i exempel [9.2.3)).

Identifierar vi koefficeinterna for det som blir kvar far vi

n: —4y = 9
1: 4y — 28 = —7
vilket har l6sningen
5
Ty
fo= 1

Om losningarna till den karakteristiska ekvationen dr komplexa blir det ingen
visentlig skillnad i 16sningsmetoden.

Om koefficienterna &r reella fas komplexkonjugerade par av lésningar, och
16sningen gar att skriva om pa ett sdtt som liknar det man gor for motsvarande
situation for differentialekvationer.

Inga exempel eller 6vningar &r dock genererade for sadana fall &nnu.

16



9.4 Exponentialfunktioner i hégerledet
En differensekvation av typen
Apy1 — qap = bc"

16ses ocksa genom att ansétta en partikulédrlosning med samma egenskaper som
hogerledet.

Exempel 9.4.1. Lat oss 16sa
Qpy1 — 20, =4 -5"

med villkoret a; = —7.

Den homogena losningen dr som vanligt

al = C2".
Som partikulérlosning ansétter vi

ab = ab"
eftersom vi har 5" i hogerledet i var ekvation.
Vi bildar a} |, sétter in a? och @}, och far

ab™l —2a5" = 4.5
5a5" —2ab"™ = 4.5".

Med denna sorts hogerled fas bara en obekant konstant a. Vi far ocksa bara en
ekvation da vi identifierar koefficeinterna framfér 5 pa bada sidor:

S5a —2a0 =14

som har 16sningen

Den allménna l6sningen &r alltsa

4
n=02"+ - .5".
a +3

Villkoret a; = —7 ger ekvationen

4
—7=C2+--5
T3

som har 16sningen

Slutligen har vi alltsa fatt 16sningen

LR
Ap = —— - .
6 3
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9.5

Ovningar

Los differensekvationerna.

1.
2.
3.

Upg1 +3a, =8n? +8n+T7, a; = —2
Upi1 — 20, =30 +3n—7, a; = —3

Api1 — Gp =4 +5, ay =10

CQpy1 — Ay —6ap_; = 1202 —4n —6, a; = —1, ay = 13
. Qpy1 — Hay +6a,_1 =2n*—6n—-3, a; =8, a, =15

c Qpiq —4ap +3a, 1 = —8n+ 18, a1 =8, ay; =27

an+1_2an+an71:47 a;=0,a="9

. Du kan bilda egna 6vningar med féljande metod:

Bestdam en 16sning, till exempel a,, =2 - 7" + 2n — 3.

Detta maste vara en l6sning till en DE av typen
api1 — Ta, = An + B.

Faktorn —7 i vénsterledet identifieras fran 7" i l6sningen, och hégerledet maste
vara ett polynom av grad ett eftersom losningen ocksa bestar av ett sadant
(och det &r inte fragan om nagot specialfall som gor att graderna maste skilja
sig at mellan partikuldrlésningen och hogerledet.)

Nu aterstar att bestdémma A och B. Om lésningen sétts in i ekvationen fas
2.7 4 2n+1)-3-72-7"+2n—3)=An+ B
vilket forenklas till

2.7 42 4+2-3-2.-7""" —14n+21 = An+B
—12n+17 = An+B

utifran vilket vi identifierar A = —12 och B = 17.

Den allménna losningen till a,, 1 —7a,, = —12n+17 &r alltsa a,, = C-7"+2n—3.
For att bestimma C' = 2 (vilket var en del av valet fran borjan) beréknar vi
a;=2-7"+2-1-3=13.

Du kan nu roa dig eller nagon annan med att 16sa a,; — 7a, = —12n + 17
med vilkoret a; = 13, som alltsa skall ha l6sningen a,, = 2 - 7" + 2n — 3.
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Facit.

1. oa, =2(=3)"+2n* +n+1

2. a,=7-2"-3n>-9n -5

3. an =54+2n*+3n

4. a,=3-3"+ (=2)" —2n* —4n — 2
5. ap = —3"+4-2" +n%+2n

6. ap =2+3-3"+2n—5n

7. a,=2n*>+3n—-5

10 Beridkningar av summor

Nér man lar sig bevisa pastaenden med induktion, borjar man ofta med att bevisa

pastaenden i stil med
n 2
St
2
k=1

Denna sorts pastaenden lampar sig véil for att trdna pa induktionstekniken, men
om man vill bestamma ett uttryck for en summa ger inte bevistekniken i sig nagon
ledning.

Om man vill berékna virdet av till exempel

100

Z k? + 4k
k=1

kan man dock anvianda en teknik som paminner om den man anvinder i induktions-
bevis.

Om vi antar att

Gy, = zn:kz + 4k
k=1

sa maste
n+1 n
i1 = D K +4k =YK +4k + (n+1)*+4(n+1).
k=1 k=1

Den forsta termen i sista ledet identifieras med a,,, vilket ger differensekvationen
Unp1 = p + (n+ 1) +4(n +1)

som gar att 16sa med de metoder vi avhandlade i kaptiel [0} Nér vi kdnner 16sningen
kan aqgg berdknas.
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11 TillAmpningar

Har fortydligas hur vissa av standardproblemen skall tolkas och hur de loses.
Speciellt poéngteras hur vissa enkla standardproblem i sjélva verket &r specialfall
av differensekvationer. Detta gors for att knyta ihop olika delar av kursen.

11.1 Exempel fran Matematik 1c i nytt ljus

Exempel 11.1.1. En insittning pa ett sparkonto

Om 5000 kr sétts in 1/1 varje ar pa ett sparkonto med rantan 4% bildar behallningen
pa kontot talfljden (a,) dér a, #&r behallningen ar n.

Detta ar ett enkelt exempel som ingar i Matematik lc, men for att jamfora med
teorin som tas upp hér noterar vi att talféljden ar 16sning till den homogena diffe-
renskevationen

ant1 = 1.04a,

med villkoret a; = 5000.
Losningen dr a,, = 5000 - 1.04" 1.

Under aret &r behallningen pa kontot konstant, sparréintan betalas ut i slutet pa
varje ar. I Matematik 1c tdnker man pa faktorn 1.04 som en fordndringsfaktor.

Motsvarande differentialekvation &r av typen f'—kf = 0 vars 16sning ar f(z) = Cek®.
Skillnaden mellan situationer dér differentialekvationer respektive differensekvatio-
ner ar relevanta ar att de senare dr mer relevanta da en foriandring sker vid bestdmda
(tid-)punkter, inte hela tiden (i alla punkter).

Visst kan man ténka pa ett sparkonto med kontinuerlig tid, sa att man far lite rénta
hela tiden (vilket man maste géra om man till exempel tar ut pengarna under arets
lopp). Den momentana réntan i detta exempel &r dock inte 4%. Konstanten k i
differentialekvationen ges istéllet av 16snigen till e¥ = 1.04.

Det ar vanligt att man blandar ihop begreppet fordndringsfaktor (som &r en
konstant) med begreppet foriandringshastighet (som varierar).

Forandringsfaktorn ar lite slarvigt uttryckt ”den sammanlagda effekten av alla
forddringshastigheter under en period”, ett slags medelvirde med andra ord.
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Exempel 11.1.2. Upprepade insidttningar pa ett sparkonto

Vi tanker oss att vi sitter in 1000 kr den 1/1 ar varje ar pa ett sparkonto med rdntan
4%. I Matematik 1c resonerar man sig fram till ett uttryck for behallningen a,, ar n
pa kontot genom att inse hur linge de olika tusenlapparna varit pa kontot. Vi far

a, = 1000 arets instéttning
+1000 - 1.04 forra arets instdttning
+1000 - 1.04? inséttningen for tva ar sedan
_|_ [N
+1000 - 1.04™ " den forsta insittningen.

Talfoljden (a,) utgor inte en geometrisk talfoljd, men vél de n forsta delsummorna
i en geometrisk serie. Vi far

1.04" -1

an =Y 1000 - 1.04"7" = 1000 - o1

k=1

(11.1)

dér vi anvant (5.1]).

Att bade fa rénta pa behallningen under aret och dessutom momentant sidtta in
pengar pa kontot gor att situationen beskrivs av differensekvationen

any1 = 1.04a, + 1000

med villkoret a; = 1000.

Detta ar en inhomogen differensekvation vars 16sning naturligtvis ar ((11.1). Det &r
en bra 6vning att héirleda dettal!

For att jamfora med nésta exempel studerar vi hur behallningen pa kontot utvecklas,

vilket visas i grafen nedan.
13000
12011}
1 100
L)
L)
S
TIMM}
GO
MM}
(M)
SO}
20—
LM}
i)

Behallning pa kontot, o,
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Under varje ar vixer behallningen expnentiellt med totalt 4% under aret. Direkt
efter den 10:e instéttningen finng| alltsa

1.0419 —1
=1 - —— ~ 12006.10712295
a10 000 01 =1 006.1071229586

kronor pa kontot.

Pa riktigt tillfors inte rdntan kontinuerligt, utan batalas ut i slutet pa aret. Under
forsta aret finns alltsa 1000 kr pa kontot, d&nda till den foérsta rdntan pa 40 kr betalas
utf] 31/12. A

Exempel 11.1.3. Annuitetens storlek

Ett liten utvidning av forra problemet ror att bestamma annuitetens storlek for att
ett lan skall betalas tillbaka pa en given tid.

Antag att ett lan pa 10 000 kr tagits som skall betalas tillbaka pa ett ar (11 avbe-
talningar i slutet av varje manad) med manadsrdntan 4%.

Podangen med denna typ av lan dr att de skall betalas tillbaka med ett i forvig
bestamt lika stora avbetalningar som kallas annuiteter. Detta &r vanligt for mindre
belopp, till exempel om en TV kops av nagon elektronikhandel. Diarav den ganska
korta avbetalningstiden i exemplet.

For storre lan, som till exempel lan pa ett hus, betalas rantan separat (vilket oftast ar
obligatoriskt). Darutover betalar man tillbaka lanet enligt nagon plan, till exempel
1/30 av lanet varje ar. Ibland kan planen vara att inte betalar nagot alls férrin man
séljer sitt hus och l6ser in hela lanet.

Hur som helst skall vi nu bestimma hur stor annuiteten skall vara sa att skulden

utvecklas enligt grafen nedan.
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000
0

Skuld, a,

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tid, n

Det kan vara ganska svart att relatera till ett matematiskt uttryck for denna graf.
Dérfor ar det mer praktiskt att tédnka sahér istéllet:

L Att ha en s& hir manga virdesiffror far tolkas som en matematikers skiimt. Vi gillar ju exakta
16snigar!
2Kan bero pa bank och konto.
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Antag att du istéllet for att betala till butiken sédtter in pengar pa ett sparkon-
to istéllet, som i forra exemplet. Vi tdnker oss ocksa att lanet vixer med sam-
ma rantesats under tiden, vilket betyder att vi i slutdndan skall betala tillbaka
10000 - 1.04* kr.

Fragan 6vergar nu till att fundera ut hur mycket vi maste spara varje manad for att
na upp till detta belopp enligt exemplet innan.

Grafen nedan visar denna situation.

17000
16000

15000 1
14000 el

13000 T
4/

12000 __

11000 I

10000
9000
8000
7000
6000
2000
4000
3000
2000
1000

0

Skuld, a,

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tid, n

Om annuitetens storlek ar z far vi ekvationen

1.041% —1

1 -1.04M =
0000 - 1.0 T oI

som har 16sningen = ~ 1149.490393.

A
11.2 Jamvikter vid diskreta forandringar
Talfoljder som ges av 16sningar till differensekvationer av typen
(py1 — qa, = d (11.2)

med nagot startviarde a; ar viktiga da de beskriver situationer som ofta férekommer
i verkligheten. Vi skall se att detta &r det diskreta fallet av situationer som beskrivs
av differentialekvationer av typen f'—qf = a. Losningarna till dessa den egenskapen
att det finns ett jimviktsvirde pa for f(x) som nas da x — oo. Vi skall se att vi
aterfar detta beteende dven i det diskreta fallet.

Forst kan vi notera att om d = a; ges a, av den n:te delsumman av en geometrisk
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talfoljd t,,. Vi har da

thh = a; = ay
to = aiq az = a1q + ap
ts=aq® az3=a* +aq+a
_ n _ e
th=ag" 0y =3 a0 =al—r.

Uttrycket for a,, ar alltsa 16sningen till (11.2)) om d = a;.

Vi far naturligtvis detta uttryck om vi 16ser (11.2) med var vanliga metod. Den blir
ganska enkel eftersom hogerledet ér en konstant. Vi far

och ansatter

.. . . p p o .
Sétter viin a? och a,, ., far vi

d
a—qu=d = a=-—.
l—gq
Den allménna losningen ges alltsa av a,, = C'q" + %ﬂq Med ett givet varde for a;
bestdmmer vi C' genom
1—¢q)—d
a=0¢+— = qC—al( 2
1-— 1—g¢q
Vi far
a(l—q)—d , d
n=—"">""¢q" — 11.3
a . ¢ 1, (11.3)
som 1 fallet d = a; reduceras till
q" —1
Ay = A1
qg—1

Vi vet redan att talen i geometriska talfoljder gar mot noll om |g| < 1, vilket gor
att delsummorna konvergerar mot —1a_—1q. Vi skall nu se vad detta betyder i de

tillampningar som beskrivs av differensekvationer av typen (11.2)).

Exempel 11.2.1. Modellproblemet &r att nagon mediniceras sa att en dos d tillfors
med ett visst tidsintervall. Mellan doserna bryts den ackumulerade méngden medicin
a, efter n tabletter nedE| med en viss fordandringsfaktor q.

Antag for att dosen d = 1 vilket i detta fall &ven blir a;. Antag ocksa att 20% bryts
ned vilket ger ¢ = 0.8.

Vi inser att det finns en jimviktsniva a’ for méingden medicin i patienten som maste
vara sa stor att dosen som tillférs ér lika med det som bryts ned, dvs 20% av a’

skall vara d. Vi far
a = —d = L =95
T 1-¢q 02

31 forumleringen ”bryts ned” ingdr dven ”anvinds av kroppens celler till ndgot bra”. Det &r
méangden medicin i blodet som &ar intressant.
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Matematiskt foljer detta ur att a, = a/ < an41 — a, = 0. Det senare ger

d
qu, +d—a,=0 = a,=-—.
l—q

Nedan visas a,, déir aven de ténkta virdena pa a, for n € R visas for att illustrera
nedbrytningen mellan doserna. Kurvan kommer ga mot vérdet 5 precis efter att en
dos tagits.

6

\T\ \\ \\ \\ \\ \\ \‘l

Ackumulerad dos, a,

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Antal doser, n

Det &r faktiskt inte viktigt att a; = d. Studerar vi (11.3)) ser vi att a, — o/ oavsett
vad a; dr. Om a; > o’ gar till exempel kurvan mot @/ ovanifran. A

Exempel 11.2.2. Ett annat viktigt fall dar denna typ av jamvikt upptrader &ar
situationer som liknar att man har ett belopp pa ett sparkonto dir man tar ut en
del av réntan varje ar.

Antag att du har 10000 kr pa ett sparkonto med riantan 4%. Da far du 400 kr i ranta
varje ar. Tar du ut detta belopp kvarstar 10000 kr pa kontot.

I denna situation &r alltsa d = —400 och ¢ = 1.04. Vi far jamviktsvirdet

d  —400
1—q¢ 1-1.04

al =

= 10000,

vilket stammer med situationen.

Om vi ddremot bara tar ut 300 kr varje ar kommer behallningen pa kontot att véxa.
Det finns inget jamviktsvéirde i normal mening. Eftersom ¢ > 1 konvergerar inte
delsummorna mot nagot. Uttrycket

d —300

1—q:1—1.04:7500

a’ =

maste tolkas som att det skulle ha rackt med 7500 kr pa kontot for att kunna ta ut
300 med bibehallen jamvikt.

A
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12 Samband med differentialekvationer

Héar forklaras varfor specialfallen uppstar och hur de skall tolkas. Detta dr att
betrakta som 6verkurs i Matematik 5.

12.1 Ordning ett

Antag att vi har en funktion f(x), men studerar endast dess virden i vissa punkter.
Vi delar in x-axeln i x1, To, x3, ... med ett konstant intervall Az. Detta kallas for att
vi har diskretiserat x-axeln.

Funktionens vérden i dessa punkter bildar en talfoljd (f,) dar f, = f(z,).

I en punkt definieras derivatan av funktionen

f(2) = lim fla +Az) - f(z)

Az—0 Ax

I det diskreta fallet kan vi inte lata Az — 0 eftersom vi bara har enskilda punkter.
Vi far darfor
f(.CE + A%‘) B f(l’) o f(xn—i-l) - f(xn) _ fn+1 - fn

/ ~ pu—
ey~ Ax Ax Ax
Om vi sitter in detta i en differentialekvation av typen f'(x) + kf(z) = 0 far vi
fn+1 — fn

e I L kf =
s + kf, 0 &

fn+1 + (k?A[E - 1)fn = 0.
Med q = kAx — 1 fas f,o1 +qf, = 0.

En differensekvation av typen a,1 + qa,, = 0 motsvaras alltsa av en differentia-
lekvation av typen f'(z) 4+ kf(x) = 0.

En inhomogen differensekvation av typen a,1 + qa,, = b, motsvaras pa samma
siatt av f'(x) + kf(x) = g(x) dér b, = g(z,).

Losningarna f(z) = Ce " respektive f, = C(—q)" korresponderar ocksa mot
varandra. Man kan visa] att

lim (1 — kAx)" = e
Az—0

vilket ger f, — f(x) da Az — 0.

Sammanfattningsvis géller foljande korrespondens mellan det kontinuerliga och dis-
kreta fallet.

T 4 T,
flz) < fn
@)+ kf(x)=0 < fo1+qfn=0 dir ¢=kAzx —1
flx)=Ce™ = f,=C(—q)"

T

4Bland annat giller n = Az - Hur beviset i 6vrigt gar till beror faktiskt pa hur man definierat
talet e. Det kan goras pa olika sétt, vilket ger lite olika bevis for denna likhet.
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Nu kan vi aterga till fragan om varfér man ibland maste ansétta en partikulédrlosning
som har hogre grad dn hogerledet. Det uppstar for forsta ordningens differensekvatio-
ner da ¢ = —1 < k = 0. Dessa differensekvationer motsvarar differentialekvationer
av typen f'(x) = g(x).

Dessa loses genom att bada led integreras, vilket ger f(z) = G(x) + C, diar G(z) &r
primitiv funktion till g(x) och ddrmed har en hogre grad.

Integrationskonstanten far vi med var 16sningsmetod fran den homogena lésningen
som #r f* = C1" = C. Eftersom det redan finns en konstant fran den homogena
16sningen, behover vi inte ha en till i partikuldrlosningen. Darfér kan vi utesluta
den.

12.2 Ordning tva

For att reda ut vad som hénder i fallet med ekvationer av ordning tva &r det smi-
digare att anvinda en central differenskvot foér andraderivatan av en funktion:

(x4 Az) — f'(x — Ax)

fi@) = Al;,glo 2Ax
<
, , fn+2_fn_fn_fn—2
f// _ fn+1 - fn—l —_ QAZL' QAI' —
" 2Ax 2Ax
frnt2 — 2fn + fao2

(2Ax)?

Om vi tédnker oss att vi halverar steglangden far vi

fn+l - 2fn + fnfl'

1 —
Ju Ax?

Redan nu kan vi forsta varfor man maste ansétta ett polynom av hogre grad én
hogerledet i fallet a,, 1 — 2a, + a,—1 = b,.

En differensekvation av typen a,.1 — 2a,, + a,_1 = b, motsvaras av en differen-
tialekvation av typen f”(x) = g(x).

Differentialekvationen integreras tva ganger till f'(x) = G(x) + C och vidare till
f(z) = [ G(z)dx + Cz + D. Termen [ G(z)dx dr av tva grader hogre dn g(x) och
det dyker upp en linjir term Cz som #r primitiv funktion till den forsta integra-
tionskonstanten, samt en konstant term D fran den andra integreringen.

Den karakteristiska ekvationen for motsvarande differensekvation har en dubbelrot
som &r 1. Vi har ldrt oss att den homogena l6sningen da blir

a" = (Cn+ D)1" = Cn + D.

Hérifran kommer alltsa den linjéra och konstanta termen. Som partikulérlésningen
maste vi ansétta ett polynom som &r tva grader hogre dn hogerledet, men vi kan
utesluta den linjara och den konstanta termen eftersom de d&nda kommer att dyka
upp i den homogena l6sningen.
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En allmén differensekvation av orning tva kan skrivas om enligt
An41 +pa, + qan_1 = Ap4+1 — 2an +ap—1 + (p + 2)an + (q - l)anfl = bn

Att 14+ p+ g = 0 betyder att p+ 2 = 1 — ¢ vilket gor att vi i detta fall kan skriva
om detta ytterligare enligt

Vv
Motsvarar f” Motsvarar f’

Uny1 + Py + qan 1 = Any1 — 20, + a1 +(1 = q) (an — ap1) = by
- —_——

En differensekvation av typen a,,1+pa,+qa,_1 = b, ddr 1+p+q = 0 motsvaras
av en differentialekvation av typen f”(z) + (1 — q)f'(xz) = g(z). I specialfallet
g = 1 utgar forstaderivatan av f(z).

Att 1+ p+ q = 0 ger att den karakteristiska ekvationen kommer att ha rétterna
r1 =1 och r5 = ¢. Om ¢ = 1 fas en dubbelrot.

Vi har sett att man i detta fall maste ansédtta ett polynom av en grad hogre dn
hogerledet, men att den inte behover innehalla nagon konstant term. Det sista beror
pa att vi far en konstant term fran den homogena losningen eftersom den ena roten
ar 1.

En differentialekvation av typen f”(z) + kf'(x) = g(z) l6ses genom att man forst
integrerar en gang till f'(z) + kf(z) = G(z). Denna har l6sningen

f(z) = Ce " 4 partikuldrlosning

dér partikularlosningen har samma grad som G(z), vilket dr en grad hogre an g(x).

12.3 Sammanfattning

Vi har nu sett att vi far samma losningar i det diskreta fallet som i det kontinuerliga
fallet. I alla fall att det finns en korrespondens mellan dem.

Varfor dr da detta viktigt? Att det &r ett stycke vacker matematik dr skl nog. De
olika delarna av Matematik 5 knyts ihop till en vacker enhet. Men det &r ocksa
principiellt viktigt att reda ut detta.

En dator kan inte hantera funktioner definierade pa alla reella tal. Om man skall
gora en numerisk simulering av ett system maste man pa nagot vis diskretisera
nagot. Oftast bade tid och rum.

Det man vill géra med numeriska losningar ar att 16sa problem som man inte kan
16sa analytiskt. Det forsta man maste kontrollera &r om de numeriska l6sningarna
ger samma, l6sningar som de analytiska om man tillimpar dem pa de losbara fallen.
Om l6sningarna inte blir lika kan man absolut inte lita pa 16sningar man far i de
analytiskt olosbara fallen.

Déarfor ar det viktigt att reda ut att de diskreta ekvationerna och deras l6sningar
hénger ihop med sina kontinuerliga motsvarigheter.
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