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1 Inleding

Denna lilla text om den speciella relativitetsteorin (SR) &r skriven for kursen Linjér
Cirkel vid Europaskolan. Den kan ses som den fristaende fjarde delen i trilogin om
linjar algebra.

Det finns gott om popularvetenskapliga texter om SR och teorins historia. Manga
laromedel har ocksa skrivits for gymnasiet genom aren, dér forfattarna har forsokt
forklara teorin sa enkelt som mojligt.

Den historiska bakgrunden till teorin tas dérfor upp mycket sparsamt i denna text.

De viktigaste delarna i SR (tidsdilatationen och lingdkontraktionen) tas upp ungefar
som man brukar i motsvarande texter.

Syftet med denna text &r dock inte att presentera teorin sa enkelt som mojligt.
Texten skall belysa den matematiska skonheten i teorin.

Texten kraver inte kunskaper i linjar algebra, men helt klart blir teorin vackrare om
den formuleras pa matrisform. Den ar skriven sa att det skall vara uppenbart vilka
avsnitt som man kan hoppa 6éver om man inte vet vad en matris ar.

Med eller utan linjar algebra tranar i alla fall texten till att tolka rumtid-diagram
och annat abstrakt. Begreppet metrik kommer att vara centralt. Texten ar ddrmed
ocksa en slags uppvirmning infér den allménna relativitetsteorin.

Denna text ar relativt ung och omogen sett till hur en text som denna véixer fram fran
intresserade elevers fragor, till en serie handskrifter som blir allt mer systematiska
och som sedan blir en bok. Vissa delar befinner sig fortfarande pa handskrift-stadiet
och finns som foreldsningsanteckningar i kursen dér denna text anvénds. Detta géller
framfor allt de delar som handlar om Faradaytensorn.

Det erkédnns ocksa att texten &r lite inkonsekvent vad géller ljusets hastighet i kom-
ponenter och bilder. Manga forfattare siatter ¢ = 1 sa att figurer linjen x = ct far
riktningskoefficienten 1, och sa att manga uttryck blir snyggare. Hér har istéllet ct
betraktats som en egen storhet sa att 6vergangen till SI-enheter skall vara sa smi-
dig som mojlig for den som vill det. Dock ar detta inte konsekvent gjort, men det
kommer rattas till varefter texten utvecklas.

2 Historia

Under 1800-talet hade vi tva fantastiska teorier som forklarade vildigt manga av
de fenomen som man kunde iaktta. Newtons mekanik inklusive gravitationsteori var
den ena, och den andra rorde elektromagnetiska fenomen.

Maxwell sammanfattade alla elektromagnetiska teorier i fyra differentialekvationer
ur vilka alla elektromagnetiska fenomen kunde hérledas.

Man hade métt upp ljusets hastighet och man var pa det klara med att ljuset var
en vagrorelse.

Man trodde att vagen maste utbreda sig i nagon slags medium som man kallade
etern. Da var det naturligt att férsoka méata upp jordens hastighet genom denna
eter. Michelson och Morley genomforde ar 1887 en serie experiment som forsckte
géra detta. De misslyckades! At vilket hall man &n métte ljusets fart fick man samma
resultat.



Loretz visade att Maxwells ekvationer inte betedde sig riktigt som man kunde
forvéanta sig ndr man byter hastighet.

Einstein konstruerade tankeexperiment som visade att det var nagot skumt med
teorin om elektromagnetismen som ocksa skulle visa sig bero pa just vilken hastighet
olika betraktare av samma experiment har relativt varandra.

Allt detta mynnade ut i att Einstein formulerade den speciella relativitetsteorin
som publicerades ar 1905. Det mest spektakulédra med denna teori dr postulatet att
ljusets fart ar lika for alla observatorer.

Det kan vara bra att kdnna till att ljusets hastighet ar exakt ¢ = 299792458 m/s.
Detta &r i sjélva verket en definition av lingdenheten meter.

For att kunna reda ut konsekvenserna av detta maste vi precisera vad som menas
med en observator.

3 Observatorer

Med en observator menas nagon som ror sig likformig. Det betyder att en obser-
vator inte accelererar och inte befinner sig i ett gravitationsfalt.

Alla observatorer har en klocka som visar observatorens egen tid som bendmns
observatorens egentid. Néar man stoter pa detta begrepp forsta gangen blir man
forvanad, men det skall visa sig att alla inte méter samma tid, sa det ar ett bra
begrepp att ha.

Nér nagot hénder, hénder det vid en viss tidpunkt och vid en viss plats. En héindelse
ar en punkt i rumtiden.

Alla observatorer beskriver rumtiden med ett koordinatsystem. Genomgaende skall
vi tanka oss att vi anvéander ¢ och x for koordinater i rumtiden, och att vi betraktar
nagon annan observator som ror sig med hastigheten v relativt oss i x-led.

Eftersom den relativa rorelsen &r i x-led kommer vi aldrig att intressera oss for
koordinaterna y och z, vi kan betrakta rumtiden som tvadimensionell.

Relativitetsprincipen innebér att alla fysikens lagar &r lika for alla observatorer.
Exempelvis kan inte resultatet av en kemisk reaktion i en bédgare bero pa om man
sitter still och tittar pa sin bégare, eller om man springer forbi den.

Vi tar relativitetsprincipen som ett postulat i SR.

Matematiskt innebér relativitetsprincipen att de (differential-)ekvationer som be-
skriver hur saker fordndras maste se lika ut i alla koordinatsystem. Detta skall strax
fortydligas.

4 Galileitransformationerna

4.1 Olika observatorer och invarians

Vi beskriver som sagt héndelser i rumtiden med koordinaterna (t,z). Den andre
observatoren (som ndmndes ovan) anvander istéllet koordinaterna (¢, z') for samma
héndelser.

Detta ér en traditionell namngivning inom SR. Vi kommer ofta referera till systemen



som det oprimmade respektive det primmade. Koordinaterna i respektive system
ar relaterade till varandra enligt

r = 2 +ot.

Detta ar Gallileitransformationerna.

Figurerna nedan visar tva exempel pa grafer som dr vanliga inom SR. Egentligen
ar de vanliga stricka-tid-diagram, men inom SR &r det vanligt att tidsaxeln ritas
uppat.

I bada bilderna visas hur det primmade systemet ror sig med hastigheten v. Den
punkt som har konstant 2’ = 0 ger en tidsaxel i det primmade systemet. Om nagot
har koordinaten 2’ = 2 i det primmade systemet kommer denna punkt rora sig i
vart system. Detta visas i den vénstra bilden.

De bada linjerna som uppkommer i det oprimmade systemet beniémns vérldslinjer
(pa engelska world lines) for observatorer som sitter i origo respektive i z’ = 2.

I den hogra bilden visas en vérldslinje for nagot som sitter still vid koordinaten
x = 2 i det oprimmade systemet.
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Konstant 2’ ger 6kande x for 6kande t'.  Konstant x ger minskande x’ for 6kande ¢.

Antag att vi betraktar en kropp som ror sig med hastigheten u' relativt det primmade
systemet (som om den observatoren kastat ivig kroppen med hastigheten v’ relativt
sig sjalv). Vi skulle da uppleva att kroppens hastighet som

uw=u +v.
Detta dr var vardagliga erfarenhet, som ocksa &r forenlig med Newtons mekanik.

Exempel 4.1.1. En cyklist ror sig med hastigheten 3.6 m/s mot en person som gar
med hastigheten 1 m/s mot cyklisten.

Cyklisten kastar en boll med hastighet 5 m/s mot den gaende.
Den gaende tar emot bollen och uppfattar dess fart till

3.6 m/s+1m/s+5m/s=9.6m/s,

vilket &r en hogre fart &n den bollen kastades med. A



Om en kropp med massan m accelereras av en kraft F' fas i x-t-systemet

d\2
F = — .
(%) e

For att se hur detta samband blir i det primmade systemet maste vi anvéinda ked-
jeregeln enligt
d\> a dN\* ,
m|lo )z = ml oo (" + ot
d\’ d\°
= 1— 1= /
m ( dt’) x + ( dt’) (vt')
d 2
= m (%) P =F.

Vi ser att det som vi upplever som F' = ma upplevs i det primmade systemet som
F'" = ma’. Att de tva uttrycken har samma form &r ett exempel pa att Newtons
lagar &r invarianta under Galileitransformationerna.

Alla andra differentialekvationer som beskriver alla andra fenomen skall ocksa vara
invarianta under Gallileitransformationerna enligt relativitetsprincipen.

Detta gillde alltsa inte Maxwells ekvationer, vilket ndmndes i inledningen. Det blir
mer om detta senare.

4.2 Matrisform

Pa matrisform kan Gallileitransformationerna skrivas

k=B )
b= L 42

De tva matriserna &r forstas varandras inverser. Att de endast skiljer sig at med
avseende pa hastighetens tecken &r naturligt ur ett fysikaliskt perspektiv. Vi ser det
primade systemet aka med farten v, medan det systemet ser oss aka at andra hallet
med samma fart.

eller, at andra hallet,

Basbytesmatrisen som avbildar basvektorerna i den gamla basen pa de nya basvek-
torerna skall ha de nya vektorernas komponenter som kolumner. Vi kan notera att
det forstas blir sa dven héir. Vektorn ¢ har komponenterna

g

i den gamla basen. Detta dr forsta kolumnen i (4.2)) precis som det ska vara. Eftersom
& och a’ sammanfaller blir andra kolumnen helt enkelt

il

Vi ska senare anvidnda oss av dessa matriser, men i &drlighetens namn har vi dem
mest for att jamfora med Lorentztransformationernas matriser.
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5 Orientering till texten

I foljande tre avsnitt (6H8) kommer tre konsekvenser av att ljusets fart &r lika for
alla observatorer att hérledas, ndmnas och/eller forklaras.

Detta kommer att géras som man brukar i gymnasieldromedel och ga igenom nagra
standardexempel.

Dérefter (avsnitt @ kommer begreppet rumtiddiagram samt relaterade begrepp
att forklaras.

Sen paborjas den mer matematiska behandlingen av teorin pa allvar i och med
Lorentztransformationerna och hur de kan illustreras i rumtiddiagram.

Da kommer fenomenen fran avsnitt [ och [7] att fa en tydligare forklaring.

6 Tidsdilatationen

Som nédmndes i avsnitt [2] &r ljusets fart lika for alla observatorer. En konsekvens av
detta dr tidsdilatationen som gar att sammanfatta i foljande formulering.

En klocka som ror sig gar langsammare.

Faktorn som beskriver hur mycket langsammare brukar betecknas med ~y, som alltid
ar storre dn ett. Det som géller dr att om en klocka som ror sig méter upp tiden ¢/
sa gar det en langre tid t for oss som star still. Sambandet ges av

t=nt.

For att harleda detta tdnker vi oss att det i det primmade systemet finns en lampa
som sinder ut en ljuspuls i y-led. Den tréffar en spegel och studsar tillbaka. Tiden
ljuspulsen fardas gar att méta, bade i det primmade systemet och av oss som ser
pa.

Avstandet mellan séndaren och spegeln ar h m.

Figuren nedan visar dels hur rorelsen upplevs i det primade systemet. Ljusstralen
aker fram och tillbaka, men for att underldtta berdkningarna koncentrerar vi oss pa
halva striackan, sa At’ dr den tid det tar for ljuspulsen att fardas strackan h. Detta
ger

h = cAt. (6.1)

For oss som ser pa firdas ljuset lingre eftersom hela systemet ror sig i x-led. Detta
har tagit tiden At, pa vilken ljuspulsen har rort sig strackan ¢ At. Pythagoras sats
ger

(cAt)? = (vAD? + 2 (6.2)
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Sétter vi in (6.1)) 1 (6.2) far vi
(cAt)? = (vAL)? + (cAt')?
AAP — P A2 = AAL?
(02 — v2) At? = A2

A2 = — At”?
=
1
At = ——— AY.
v2
=

Faktorn i det sista hogerledet dr sa viktig sa den har fatt en egen beteckning

1

V= ——
1)2
Vi-a

Det kan noteras att da v =0 4r v =1 och da v — ¢ fas v — oc.
Det géller alltsa att
At = yAt
sa nar det gatt en sekund i det primmade systemet har det gatt langre tid hos oss.

Detta kan tyckas méarkligt, men ar fullt matbart. Dock inte vid vardagliga farter,
forst vid v = 0.87c ar v = 2.

Uttryckt med tidskoordinaterna fas
t =t (6.3)

vilket &ar det uttryck vi kommer referera tillbaka till senare.

I denna text anvénds prim-beteckningen for tiden i det primmade systemet. Det &r
inte ovanligt att denna istéllet bendmns to, eller (inom den allménna relativitetste-
orin) med 7.

Alla observatorer méter som sagt upp sin egen tid, egentiden. Den tid som forflyter
mellan tva héandelser ar alltsa olika i olika system. Det &r det som menas med att
man méter sin egen tid!

Exempel 6.0.1. Det klassiska exemplet pa nér detta trots allt far effekt &ar att det
bildas myoner da partiklar i solvinden kolliderar vid atmosfiaren. Myonerna bildas pa
héjden 10 000 m och da far farten 0.997¢. Myoner sonderfaller med en halveringstid
pa T{/Q = 2.1969811 - 1079 s. Observera att detta #r halveringstiden i myonens eget
system, dédrav primtecknet.

Aven om myonerna firdas fort mot marken lever de sa kort tid sa att de endast
hinner

O.997cT1'/2 = 0.997 - 299792458 m /s - 2.1969811 - 107 %s ~ 656 m
innan hélften av dem har sonderfallit. Pa 10 000 m borde antalet ha halverats ca
15.2 ggr sa vi borde inte kunna méta upp dem hér nere pa jordytan.

Det gar dock bra att gora, det kommer ner ca 10 000 st per kvadratmeter varje
minut. Anledningen &r att myonen firdas sa fort sa att tiden i dess system ga sa
langsamt sa att de hinner ner till jordytan innan de sonderfaller.
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Nér myonen tycker det ha gatt en halveringstid har det forflutit
1 U

- T
V1—=0.9972 /2

I

for oss.

Pa sa lang tid hinner myonen firdas
0.997 ¢ Ty /2 = 0.997 - 299792458 m//s - 13.76 - 2.1969811 - 107 %s ~ 9035 m

vilket dr néstan hela vigen ned.

Ungefér hélften av myonerna hinner alltsa till jordytan innan de sonderfallit. A

7 Langdkontraktionen

Ett annat mystiskt resultat av att ljusets fart &r lika for alla observatorer ar langd-
kontraktionen, vilken kan sammanfattas med foéljande formulering.

En stav som ror sig blir kortare.

Forandringsfaktorn dr i detta fall ocksa +, men stavens langd minskar med denna
faktor. Om en stav i vila ar I’ m lang, méter vi som ser den rora sig upp lingden [,
mellan vilka sambandet
] =~
g
géller.

I sitt eget system har en kropp alltsa langden I’. Denna kallas ibland vilolingd
eftersom kroppen éar i vila i sitt eget system.

Det &r inte ovanligt att anvdnda beteckningen [y for viloldngden eftersom kroppen
har hastigheten 0 m/s i sitt system, men i denna text anvénder vi konsekvent prim-
beteckningen.

En stricka skall alltsa méatas upp. Det kan bara goras genom att en ljuspuls skickas
fran striackans ena énde till en spegel som sitter i den andra &nden. Déar reflekteras
ljuset och studsar tillbaka. Tiden det tar for ljuset att komma tillbaka kan métas
och striackans lingd kan berédknas fran denna tid.

Det gar inte att miéta strickor med till exempel ett mattband, eftersom man inte
samtidigt kan ldsa av mattbandet vid tva punkter. Informationen maste firdas
med hogst ljusets hastighet. Speciellt knepigt blir det om stréckan som skall métas
ror sig, till exempel ldngden av en stav.

Antag att vi alltsa har en stav som ror sig i x-led med hastigheten v. Lat stavens
lingd i "vart” system, x-t-systemet dr [. I det system som foljer med staven &r
langden [’

Den tid det tar for ljuset att rora sig strackan 21" dr ¢/, dvs egentiden for den
observatoren som foljer med staven. Vi har

ct! = 2 (7.1)
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Staven ror sig med hastighet v. De bada dndarnas rorelse i rumtiden visas med tva
parallella linjer med lutning v. Detta visas i rumtiddiagrammet nedan.

t r=vt r=vovt+1
A
C
T 2 / x =ct
to :
by oo o e /B
X - :
0
131
[ } : -
O A Logot, =ty

U(tl + t2) =0+ Utl — Ctz

Da t = 0 befinner sig staven i origo (héndelse O). Dess andra énde befinner sig i
héndelse A. I det oprimade systemet géller alltsa OA = [.

Ljuspulsen som sénds fran O mot spegeln langs staven for sig enligt en nollkurva och
traffar spegeln i hindelse B. Da och dar studsar den mot spegeln och nar stavens
andra dnde i héndelse C'.

For observatoren som foljer med staven har det da alltsa gatt tiden t'. For denne &r
strackan OC' = ct'.

Tidskoordinaten for B ar t;. Det ar den tid ”vi” tycker att det tagit ljuset att ga
den ena vigen. Om vi later ¢y vara den tid ”vi” tycker det tagit for ljuset att ga den
andra vagen géller att tidskoordinaten for C' &r t1 + ts.

Om man foljer kurvan i rumtiden for stavens bortre dnde fran A till B, respektive
ljusets vég fran O till C' far man likheten

Ctl = l—f-l)tl. (72)

Om man pa motsvarande séatt gar fran O till C, respektive fran A till B till C' fas
U(tl + t2) =1 + UtQ - Ctg. (73)

Det ar meningslost att blanda in strickan OB for mellan dessa punkter &r avstandet
noll eftersom de ligger ldngs en nollkurva.

Uttrycken ([7.2)) och (7.3]) ger

[
tl =
c—v
o l
S

Detta ger att den tid ”vi” upplever att ljusets resa fram och till baka tar kan skrivas

l l (c+v)+(c—v), 20,
1 c—v+c~|—v (c—v)(c+v) ¢!
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Tidsdilatationen ger ocksa

ti+ty = At
Detta ger
21
o= =9
c
Om vi anvénder (7.1 i detta uttryck far vi
o 2,
Y— = =7
c c
vilket ger
ll
I = —. (7.4)
Y

Ibland visar man hur ljusstralen fardas for de respektive observatorerna med en
figur som den nedan. I vilosystemet ror sig ljusstralen fram och till baka enligt
den heldragna linjen. For observatoren som ser staven rora sig ser det ut som att
ljusstralen har farten v — ¢ relativt spegeln pa ena végen, och farten v + ¢ efter
studsen.

Denna sorts illustration kan pa sitt och vis vara ldttare att begripa &n rumtid-
diagrammet, men det &ar fel att anse att ljuset har olika fart mot respektive fran
spegeln.
Exempel 7.0.1. Ett tag med ldngden 250 m ses aka med farten 0.8c. Den aker in
i en tunnel som ar 180 m lang. Kan hela taget ses vara i tunneln samtidigt?
Med den ndmnda farten blir v = g
Vi som ser pa tycker att taget ar

250 m

—— =150m
fy

langt, sa hela taget far plats i tunneln.

De som aker pa taget tycker dock att tunneln &r

BOm e

Y
lang sa de upplever inte att taget far plats.

Denna motségelse far sin forklaring i att vi och tagresenédrerna inte har samma
uppfattning av vad som menas med samtidigt.

Detta skall forklaras senare. A

12



Exempel 7.0.2. Tillbaka till myonen. I dess referenssystem nérmar sig jordytan
med hastigheten 0.997c. Det gor att avstandet ned till jordytan bara blir

10000
S 656 m

vilket forklarar att de hinner ned innan halften av dem har hunnit falla sonder. A

8 Massa och energi

Det mest berémda resultatet fran relativitetsteorin ar sambandet mellan energi och
massa

E=mc".

Vi maste dock vara lite mer noga med notationen. I sitt eget system har en kropp
massan m’ med vara beteckningar, men vi skall i detta fall gora ett undantag och
anda bendmna vilomassan for kroppen med my.

Det som uttrycket siger med vara beteckningar &r att den totala energin i sitt eget
system (viloenergin) ar

E' = mgc?

I vart system géller att relationen mellan total energi E, rorelseméngd p och vilo-
massa mg ar

E? =mlct + 2 pP (8.1)
Detta uttryck skall vi inte héarleda nu, det far vanta till dess vi har en djupare

matematisk forstaelse for teorin.

Den totala energin F/ &r summan av viloenergin och rérelseenergin Fj. Rorelseenergin
upplevs som en 6kning av kroppens massa. Man kan komma ihag detta med féljande
formulering.

En kropp som ror sig far storre massa.

I vart system blir massan

m = ymy.

Det gar att skriva om detta uttrycket (8.1) pa flera sétt.

£, = TTotal energi — Viloenergi
E. = mc®—myc?
E, = ~vymyg 2 —mgc?

Ek = (’y—l)m()CQ

Beroende pa vad som skall rdknas ut dr de olika sdtten olika bra, men inget av dem
ar intressant just nu.

13



9 Rumtiddiagram

Rumtiden bestar av méngden av alla héndelser. Olika observatorer har olika ko-
ordinatsystem for att beskriva hédndelser, men innan vi gar in pa hur byten av
koordinatsystem gar till maste en rad begrepp forklaras.

Av tradition ritas kurvor i rumtiden med tidsaxeln uppat. Figuren nedan visas tre
sorters kurvor.

ct

Tidslik |
/ ollkurva
/ -
/?mz[ml k

Med ct pa tidsaxeln blir storheterna lingd pa bada axlarna och det blir litt att
relatera till ljusstralar.

Kurvor med )%—ﬂ < ¢ benamns tidslika kurvor.

Massiva partiklar (och observatorer) foljer tidslika kurvor och bar med sig en klocka
som visar dess egentid ¢'. Vérldslinjen som visar en observator som foljer den tidslika
kurvan i figuren ovan borjar i vila relativt oss vid x = 2. Dérefter accelererar den
ivig och fardas som fortast i ca 0.5 ¢ innan den saktar ned och stannar vid x = 4.

Cc% = ¢ benamns nollkurvor.

Kurvor med

Masslosa partiklar, dit fotoner hor, féljer nollkurvor. Anledningen till namnet noll-
kurva forklaras i avsnitt

Kurvor med ’%‘ > ¢ bendamns rumslika kurvor.

Ingenting kan fiardas fortare &n ljuset. Man kan alltsa inte fardas ldngs rumslika
kurvor.

Grénsen for det omrade i rumtiden (de hidndelser) som kan paverka en hindelse och
det omrade en héndelse kan paverka utgor handelsens ljuskon. Figuren nedan visar
ljuskonen for en héndelse A.

14



De héndelser som ligger i omrade I, dvs innanfor (den framtida) ljuskonen, &r de
héndelser som A kan ha nagon paverkan pa, dvs nagot som hénder i A kan paverka
vad som hénder i dessa hédndelser.

Omrade IT och III ligger utanfor ljuskonen, sa vad som &n hénder i A kan detta inte
paverka vad som hénder i dessa héndelser.

Pa samma sétt kan inte nagot som hénder i omrade IV eller V paverka nagot som
hiander i A.

Omrade IV diremot bestar av héndelser som kan paverka det som hénder i A ef-
tersom dessa ligger innanfoér konen.

Att man siger ljuskon beror pa att man ibland tdnker sig rummet som ett tvadimensionellt
plan och tiden som den tredje dimensionen. Detta &r ocksa kanske anledningen till

att man normalt ritar tidsaxeln uppat. Figuren nedan visar hur ljuskonen blir i detta

fall.

I det verkliga universum ar utgors konen av sfirer vars radie okar da tiden gar, men
det &r svart att visualisera.

10 Lorentztransformationerna och rumtidens metrik

10.1 Inledning

Som ndmndes i avsnitt [2] hade man vid slutet av 1800-talet en uppséttning dif-
ferentialekvationer som beskrev vildigt manga, kanske rent av alla vid den tiden
kénda, elektromagnetiska fenomen. De gar idag under namnet Maxwells ekvationer.
Problemet med dessa &r att de inte dr invariant under Gallileitransformationerna.
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Lorentz m fl visade stegvis 1887-1905 att de &r invarianta under (de idag kallade)
Lorentztransformationerna

' v (x — vt)
/ — y
2 z
dar
1

V=
v2
V-

Tidsdilatationen och langdkontraktionen foljder av dessa. Det &ér dock
sdllan man anvénder transformationerna i sig pa gymnasiet. Dels dr de ganska
knoliga att rdkna med, dels récker uttrycken for tidsdilatationen och langdkontrak-
tionen ofta for att féra de resonemang man vill.

10.2 Rumtidens metrik

Vi sag i exempel att alla observatorer inte dr 6verens om vad som menas med
samtidigt, eller hur langa stréickor &r.

Vi gor definitionen att rumtidens metrik ar sadan att (det kvadratiska) avstandet
mellan héndelserna A och B ar

(A, B) = —(A — B)?>+ (4, — B,)? (10.1)
= A+ AR (10.2)

Detta uttryck liknar den Euklidiska metriken, men den forsta termen &r som synes
negativ. Rent tekniskt &dr egentligen inte uttryckt en metrik eftersom kvadraten av
avstand kan vara negativa. En matematiker skulle séiga att uttrycket dr en pseudo-
metrik, men man slarvar ofta och sdger metrik.

Avstandet kan ocksa vara noll mellan tva skilda hiandelser. Alla héindelser som ligger
pa samma nollkurva befinner sig pa avstandet noll fran varandra, ddrav namnet
nollkurva.

Det viktiga ar foljande.

Alla observatorer upplever samma avstand mellan tva héndelser.

En enkel och vacker tillimpning av detta dr avstandet mellan rumtidens origo (det
blir enkelt eftersom systemen har samma tids- och rumskoordinater i denna héndelse:
(0,0)) och den héndelse att det primmade systemet befinner sig i sitt origo.

Den senare héndelsen upplever vi har koordinaterna (ct,vt) eftersom det ror sig
likformigt bort fran oss.

I det primmade systemet sitter observatoren still i sitt origo och upplever bara att
tiden gar, sa hindelsen har koordinaterna (ct’,0).
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Avstandet mellan héndelserna &r alltsa lika, vilket ger

—(ct)? + 0t = —A?+0°
—ﬁ+9;2: —?
C
ﬁ@—@)::ﬁ
C
t = At

vilket som synes dr samma uttryck som ([6.3)). Tidsdilatationen foljer alltsa av metri-
ken!

Figuren nedan visar ett exempel diar v = 0.5¢ vilket ger 5 = 0.5.

ct’
ct :
A D
B
By, Dy C x
A Oy
Ay
¢ Ay i D
Y \’\ B )
\} L 7

T
Y

Observera ocksa den lilla pedagogiska finess det innebér att rita basvektorerna i det
primmade systemet forminskade med faktorn . Det gor att det &r lattare att lasa
av diagrammet genom att rdkna rutor.

Tidsdilatationen

Vi upplever att At = 3 mellan hiandelserna A och B, medan At' = % mellan samma
héandelser.

Vidare géller Az = 0 respektive Az’ = _72 mellan héndelserna.

De kvadratiska avstanden skall dock vara lika, vilket vi kollar nu. Forst maste vi
dock konstatera att

2 _ L4
v 1-05 3
I respektive system fas
—At? £ Ax? = 37
4\ -2\’
PR ONG
g g
—12 9
Y

De kvadratiska avstanden é&r alltsa lika, och att de &r negativa betyder att det &r
fragan om ett tidslikt avstand.
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Att

At’:é:4~§:2\/§>3:At
Y

stdimmer med tidsdilatationen. Vi ar vana med att At > At’, men i nagot som aker
fran A till B ror sig (bakat) i det primmade systemet medan det star still (i rummet)
i det oprimmade systemet.

Langdkontraktionen

Jamfor vi handelserna A och C fas

Aw’:é:4-£:2\/§<4:Ax

0 2
vilket stdmmer med léngdkontraktionen. Den f6ljer alltsa ocksa av metriken.

10.3 Lorentztransformationerna

Pa matrisform blir Lorentztransformationerna
1 —p] |ct ct’
s V=] 103)

(%
b =c

dar

1
aliey

Det ar vanligt att matrisen ges namnet A. Observera att faktorn ~ tillhor transfor-
mationen, sa
1 —p
A=~ [_ 5 1 ] .

Detta giller for komponenterna. For basvektorerna, som transformeras som inversen

till A, géller
s - 7] w0

Om vi bildar en vektor X mellan A och B i exemplet ovan fas naturligtvis olika
komponenter i de olika baserna. Vi maste infor en notation som skiljer komponen-
terna at men som #nda uttrycker samma vektor. I avsnitt forklaras notationen
som anvénds nedan.

Komponenter i oprimmade systemet X* = [g
o / 1[4]
Komponenter i primmad systemet X#* = -— 9
v |-

Vi bekréftar att detta stimmer med avbildningen. Vinsterledet av ((10.4) blir
1 05]3 3 1 2]
7 {0.5 1 ] M -7 {3-0.5} =37 [—0.5} = V3 -1

och hogerledet blir
1l4]_, V32
ol -2 2 -1
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10.4 Ar hela taget i tunneln? — Samtidighet

Nu skall vi aterkomma till exempel [7.0.1] men goéra det med den matematiska for-
malism vi nu tagit oss igenom.

Problemet ar alltsa att vi som ser taget anser att ldngdkontraktionen har tryckt
ihop det sa att de far plats i tunneln, medan de som sitter i taget tycker att
lingdkontraktionen tryckt ihop tunneln.

Schematiskt illustreras hur detta upplevs i respektive system.

Vila

Vi | |

Tag

Ett rumtiddiagram som visar hdndelserna visas nedan.

ct
ct / Téagets bak
A Tagets front
Cy
B, B C
/ /
At -‘Bt/ / -
Cy A
y/
A i
t (/ g n%
y/ 72 g
g g
-1

I figuren ar g = %, vilket ger v = \%

Tagets viloldngd &r % = /5, vilket #r markerat pa den primade x-axeln. Tunnelns
vilolangd &r 2. Naturligvis ar detta i valfria enheter. Du kan ténka dig en stav som
aker genom ett ror, sa att lingdenheten &r meter, men Einstein sjélv tyckte om att
gora tankeexperiment med tag sa vi fortsiatter hans tradition. Att han valde tag var
kanske for att det var datidens snabbaste fardmedel.
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Eftersom /5 > 2 far taget alltsa inte plats i tunneln om det star still. Observera
att vi inte kan se detta direkt i figuren. Langdskalan pa den primade x-axeln &r, om
man riknar rutor, inte 1 utan * ~ 0.75. Avstandet mellan tva streck som markerar
tagets lingd ar alltsa bara ca 0.75.

Viktiga héndelser:

A Tagets front kor in i tunneln.
B Tagets bak kor in i tunneln.
C Tagets front kor ut ur tunneln.

I det primmade systemet géller
Atl < Cy < By

vilket betyder att tagets front kor ut ur tunneln innan dess bak kor in i den.
Hela taget ar alltsa inte i tunneln samtidigt i detta system.
Vi upplever
At < Bt < Ot
vilket betyder att tagets bak kor in i tunneln innan dess fron koér ut. Hela taget &r
alltsa i tunneln samtidigt.
Det finns alltsa ingen universell samtidighet i SR.

En fortsdttning pa detta tankeexperiment &r att man pa nagot vis stdnger tva dorrar
vid tunnelns mynningar da taget befinner sig i tunneln. Nér taget krockar med dérren
vid ugangen, som vi ténker oss faktiskt haller, kommer tagets hastighet att minskas
drastiskt. Det langdkontraherade taget kommer da sa att sédga att véxa och till slut
bli inkldmt mellan dorrarna.

De som sitter pa taget ser alltsa en lingdkontraherad tunnel, som de aker in i och
efter ett tag kolliderar de med dorren vid utgangen. For tagresenérerna kombineras
nu olika effekter.

Dels stannar inte hela taget samtidigt eftersom informationen om krocken i foéren inte
kan firdas till tagets bakre delar fortare dn ljuset. De finns alltsa inge stela kroppar
i SR. Tagets bakdel kan mycket vél hinna in i tunneln innan bakdelen stannar.

Dels upplever de att tunneln blir ldngre i och med att tagets fart minskar, den blir
mindre ldngdkontraherad.

Viktigast av allt &r att de upplever en acceleration sa de kan inte tillampa SR alls.
De maste anvéinda den allménna relativitetsteorin for att forsta situationen.

Allt detta summerar till att det inte finns nagot paradoxalt i denna situation.

10.5 Addition av hastigheter

Antag att vi har tre system. Eftersom de &r tre numrerar vi dem istéllet for att
"primma’” det system som ror sig relativt oss.

Lat oss sitta i system nr 0. Komponenterna for tid och rum i detta system &r t,
respektive xy. Relativt detta ror sig system nr 1 detta med hastigheten vy;.

Det finns ocksa ett system nr 2 som ror sig relativt system nr 1 med hastigheten
V12.

Fragan &r vilken hastighet system nr 2 ror sig relativt oss, dvs vad ar vgs?
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For att exemplifiera kan du ténka dig att du star still, nagon cyklar forbi dig med
hastigheten vg; och att denne kastar en boll med hastigheten vq5 (sett fran cykeln).
Med vilken hastighet ror sig bollen relativt dig?

Inom den Newtonska mekaniken adderas helt enkelt hastigheterna, vgs = vg1 + v12,
det &r sa vi &r vana att tdnka pa hastigheter, men inom SR blir det pa ett annat sitt
eftersom det finns en hogsta tillatna fart c¢. Da kan exempelvis inte 0.3¢+0.8c = 1.1¢
géllal

Uttrycket for hur hastigheter adderas inom SR &r ganska maérkligt, och man kan
resonera sig fram till det pa olika sétt. I denna text hérleder vi det med hjilp av
matriser. Det kanske inte ar det enklaste séttet, men vi gillar matriser just nu!

10.5.1 Gallileitransformationerna

Pa matrisform far vi i enlighet med uttrycket (4.1))

o 1] ] = 12

och

vilket ger

o S )= )

Produkten av matriserna i vansterledet ar

{_?1’12 ﬂ {_11’01 ﬂ N L(Um1Jr v12) ﬂ

vilket stdmmer med hur vi adderar hastigheter i den Newtonska mekaniken.

10.5.2 Lorentztransformationerna

I SR anvénder i istéllet Lorentztransformationerna pa matrisform i enlighet med

|: 1 —13()1:| |:Ct():| |:Ct1:|
o1 —/ 301 1 Zo T

I —PBaa| [cti| _ |cta
2 — P12 1 xy B Ho)

o1 L B I —Boi| |cto _|cte
Oz, 1 —Bor 1 To T
Produkten av matriserna i vansterledet blir

B L+ Boifrz —(Bor + Boz)
No1A12 = y01712 [_(501 + B12) 1+ BoiPrz }
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vilket inte lika latt som i foregaende fall identifieras med den sammansatta trans-
formationen, alltsa den fran system 0 till system 2 dér [Sye ar farten for system 2
relativt system 0.

Pa matrisform blir den transformationen

_ L —fo
Aoz = 702 [—ﬁoz 1 } .

Dessa tva uttryck skall vara lika. Fran forsta raden och forsta kolumnen i respektive
uttryck fas

(1 + Bo1P2)? 2
(I-g)1-g,)
(1 + Bo112)? B 1

L=/ -58h)  1-54

Ur det senare uttrycket kan vi losa ut fye. Vi far, efter sa manga steg att dessa inte
platsar pa denna plats i denna text, att

Bo1 + P12
1+ Bo1 Sz

Vi maste nu konrollera att detta uttryck &r forenligt med 6vriga matriselement, dvs
att (10.5)) implicierar

Boz (10.5)

—vo1712(Bor + P12) = —702802-

Det visar sig vara sant efter, aterigen, relativt omfattande algebra.

Uttrycket (10.5) ger att ”summan” av tva hastigheter aldrig kan bli storre &n 1 (dvs
100% av c).

I exemplet nedan ar By = % och B15 = i vilket ger

2

3

A

Boo = ——7
1

—+ DN | —
DN | — +

1 s
4

I rumtiddiagrammet nedan visas hur system 1 och 2 ror sig relativt system 0 (deras
respektive origo ror sig langs axlarna ¢; och t,).

to
A t1
15
Vi
%)
// y x
/
i

o
- ,1\
% - Y}
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Det kan vara illustrativt att berdkna vad produkten av de tva respektive Lorentz-
transformationerna blir. For att kunna jamfoéra med figuren ovan, dar koordinatax-
larna pektar at samma hall som basvektorerna, studerar vi istéllet transformatio-
nernas inverser (kom ihag att skillnaden &r tecknet pa hastigheten). Vi far

—_

1A-1 IR
Aor Ay = y01m12 [l i] [ 4] = Yo1712 [
2

1
4

W |00 | ©
00 | O |
—_

Faktorn =712 &r bara en skalfaktor som inte ger nagon information om riktningen
av nagot. Daremot gar kolumnerna tolka som bilden av de ursprungliga koordinatax-

larna (tolkade som vektorer och sa nir som pa en skalfaktor). Notera att exempelvis

§]T, vilket stdmmer med Sys.

to-axeln pektar at hallet [g i

10.6 Determinanten

Nér determinanten av A berdknas maste man ténka pa att faktorn + finns i alla
komponenter sa

det(A) =7*(1 - (=B)") = L.

Detta séger oss tva saker. Dels adr determinanten storre dn noll, sa en det blir inte
en spegling. Dels &r storleken 1, sa storleken av en vektor bevaras. Detta kommer
visa sig vara vildigt viktigt i avsnitt [LT}
10.7 Egenvektorer och invarianta delrum
Nu ska vi berédkna egenvirden och bestimma tillhérande egenvektorer for A. Vi far

T—A =B

det ( ) = 0
{ —Br v - A]
(Y =A)?=(B7)?* = 0

T=A = £y
A= yFBy=7(17F5)
1Fps (1F8)?  [1F8
Y e (1+5)(1—6)_\/liﬁ (106)

Egenvektorer fas genom att ansitta egenvektorn [a b}T och studera en rad i

1 - a a
s TG -l
vya — [Byb = Aa
(v=ANa—=p8y = 0
+hva—pyb =
+a = 0b.

Egenvektorerna &r alltsa nollkurvor, dvs ljusstralar. De leder bort fran en héandelse
i var sin riktning.

Endast ljusstralar forblir alltsa ljusstralar under en Lorentztransformationerna. Egen-
viardena dr det relativistiska dopplerskiftet.
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Dopplereffekten ar det fenomen diar man upplever en fordndrad frekvens da man
dker mot eller fran en ljudkilla. Aker man mot ljudkéllan blir den upplevda fre-
kvensen hogre eftersom man moter vagorna. Rorelsen relativt ljudkéllan paverkar
inte sindarens frekvens i den Newtonska mekaniken.

Inom SR finns dock tidsdilatationen, sa en rorelse relativt sédndaren gor att man
upplever att sdndaren sinder med lagre frekvens. Dessutom aker man mot eller fran
ljusvagorna, vilket gor att man upplever vaglingden annorlunda, precis som i vanlig
dopplereffekt. Kombineras dessa effekter fas uttrycket .

Dopplereffekten &r ett viktigt hjalpmedel for att bestdmma hastigheten for olika
sorters objekt i universum. Spektrallinjerna fran vissa grundamnen &r mycket ka-
rakteristiska. Ett exempel &dr vitets enkla spektrum. Om exempelvis en stjdrna eller
gasmoln som innehaller vite ror sig bort fran oss ser vi att alla linjer &r forskjutna
at det rodare hallet, vilket bendmns rodskift. Ur forskjutningens storlek kan hastig-
heten berdknas. Denna metod &r mycket precis och kan anvéindas for att pavisa att
det finns en planet runt stjarnan som gor att den ror sig omvéixlande fran oss re-
spektive mot oss i sin bana runt systemets gemensamma masscentrum. I situationer
som dessa handlar det bara om nagra fa meter per sekund och relativistiska effekter
ar inte relevanta.

Det finns objekt i universum som ror sig sa fort relativt oss att den relativistiska
dopplereffekten ar relevant att ta hinsyn till, men det &r 1att att blanda ihop rodskift
som uppstar pa grund av relativ rorelse (dopplereffekten) med rodskift som uppstar
pa grund av universums expansion (kosmologiskt rodskift) respektive rodskift som
uppstar pa grund av att ljuskéllan dr ”ldngre ned” i en gravitationspotential (gra-
vitationellt rodskift). De tva senare fallen forklaras inom ramen for den allménna
relativitetsteorin.

11 Fyrvektorernas underbara varld

I detta avsnitt introduceras grunden for den lite mer avancerade matematik som
kravs for att fullstdndigt uppskatta skénheten med SR, eller i alla fall dess matema-
tiska framstéllning.

11.1 Handelser och fyrvektorer

Ett viktigt delsyfte med denna text &r att visa pa den matematiska skonheten som
uppstar da den formuleras pa matrisform. Detta inleds nu.

Héndelser dr punkter i rumtiden som har fyra koordinater. Ordningsfoljden &r
(t,z,y,2).
En héndelse A kan alltsa ha A; = 7 och A, = 4. Om man numrerar koordinaterna

borjar man med 0 for tiden, sa samma héndelse skulle ha Ay = 7 och A; = 4 om
koordinaterna numrerades istéllet.

En fyrvektor ér en vektor i rumtiden. Dessa fungerar pa samma sétt som vektorer
och vektorfilt i tre dimensioner, men har forstas fyra komponenter.

Fyrvektorer skrivs i denna text med fet stil och versaler, exempelvis X. Da kompo-
nenterna for en fyrvektor anges skrivs komponenten som ett 6vre index, exempelvis

Xt
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Anledningen till att indexet skrivs i den 6vre positionen far sin forklaring da ten-
sorer introduceras. Det kommer att ske senare i denna text, eller i texten om den
allménna relativitetsteorin.

Det ar dven vanligt att bendmna en vektor med en ospecificerad komponent, vars
index anges med en grekisk gemens bokstav. Exempelvis star da X* for vektorn X,
eller snarare for alla komponenter av X i det oprimmade systemet

Xr =[x x' x2 x9)".
I det primade systemet har samma vektor komponenterna
XH =[x xv x¥ x¥]".

Primmet sédtts pa indexet for att ange vilken bas som anvénds.

Det ar inte viktigt vilken grekisk bokstav som anvénds for indexet, X" och X* &r
samma vektor. Podngen med detta kommer framgar tydligare da vi borjar multipli-
cera vektorer med matriser.

Normen (i kvadrat) av en fyrvektor definieras nu till
X7 = = (X7)% + (X1)7 + (X7)* + (X°)™.

Hur denna definition hé&nger ihop med definitionen av metriken, och senare av
skalarproduken mellan tva fyrvektorer, kommer att framga i senare avsnitt.

Precis som alla observatorer dr 6verens om avstandet mellan tva héndelser, dr de
ocksa Overens om storleken, normen, av alla fyrvektorer. Med ett finare ord &r nor-
men dr Lorentzinvariant.

Detta faktum kommer nu att ge oss vildigt vackra samband mellan fysikaliska stor-
heter.

Att normen &r Lorentzinvariant betyder som sagt att alla observatorer far samma
virde, sa normen kan lika gédrna berdknas som

1117 = —(X7)? + (X)? + (X*)? + (X*)%

For att visa vilket system som normen beréknas i, maste vi inféra en annan notation
for normen. Den enklaste notationen just nu ar

Pl

respektive
X1,

Denna notation fyller vara behov.

11.2 Rum och tid

I sitt eget koordinatsystem sitter alla still i origo. For var primmade observator
géller att den tycker att des position i rumtiden &r

X# = et 0 0 0]

I vart koordinatsystem géller
XH = [ct vt 0 O]T.
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Normen fér denna vektor i respektive system ar

X = e
IXPIP = —(et)? + (v1)?

Dessa ar alltsa lika, sa vi far

—t? = —(ct)? + 0¥
t? = —t2+v—2t2
C2
2
v
t? = ¢ (1——>
02
yto= t

Detta ar forstas samma resultat som vi fick da vi konstaterade att tidsdilatationen
foljde av metriken. I sjilva verket ar dr metriken definierad via normen enligt

dQ(Av B) = ||A - B||27

sa det ar inte konstigt att vi fick samma resultat en gang till.

11.3 Hastighet, energi och rorelsemingd

Alla ror sig i rumtiden. Om man sitter still gar tiden, sa man forflyttar sig i alla
fall. En observator fyrhastigheten U. En hastighet dr en fordndringshastiget av
ett lage. Eftersom alla observatorer méter olika hastighet pa tiden, om de har olika
hastighet relativt varandra, dr det enda vettiga att definiera fyrhastigeten i relation
till egentiden for den som har hastigheten. Da blir alla 6verens. Vi far

dx#
Ut = .
dat’

Detta uttryck ser lite konstigt ut eftersom det blandar storheter fran olika obser-

vatorer. Vi mase anvéinda kedjeregeln for att fa ett uttryck i vart system.

U dxH _ dX* dt _ axH
dt’ dt dt’ dt

v
I sitt eget koordinatsystem géller

U’ =1lc 0 0 0]
och i vart koordinatsystem géller

U“:fy[c v 0 O}T

Aterigen skall normerna av dessa vektorer vara lika. Vi far

[P =~

lor)® = 7* (=" +2%)

26



och

02

c2

Det far erkdnnas att detta kanske inte ar sa intressant i sig, det &r mer processen
att sédtta normerna lika som det viktiga.

Berédkningen ovan géller hur vi upplever att det primmade systemet ror sig i rumti-
den, samt hur en observatér dér upplever sin egen rorelse.

Antag att vi tittar pa en tredje kropp som vi upplever har trehastigheten w. Krop-
pens fyrhastiget blir

dér ~, fas fran w enligt
1
73 = 2

c2

Observera notationen att farten u ar storleken av w, dér storleken beridknas pa det
helt vanliga tredimensionella sittet eftersom bmu ar en trevektor.

En observator i det primmade systemet upplever att kroppen har trehastigeten w’

och fyrhastigheten
/ T
U" = e ul, u, ] .

Pa samma sitt som rorelseméngden for en kropp p fas fran dess hastighet v fas
fyrrorelsemingden P for fran U fran

Pt =mU".

Nollkomponentens tolkning &r att den &ar % dédr E &r den totala energin for det som
ror sig. Observera att enheten for % ar densamma som for rorelseméangd, l‘ng

Generellt fas

P“:[E/c Dz Dy pZ}T:my[c Vg Uy UZ]T

Observatoren i det primade systemet sitter som sagt still i sitt system, sa kompo-
nenterna dar ges av

PY=1Ec 00 0" =mple 0 0 0]

dér mg &r vilomassan for det som finns i det primmade systemet.
Fyrrorelseméngden for det primmade systemet beskriver vi som
Pt=1[E/c p O O}T:m”y[c v 0 O]T

Normerna ges av

1P = —(E'/e)* = —mg
E2

PP = —— +p°
C



Dessa ar alltsa lika, vilket ger

2 2

—mgc = —0—2 —l—p
—mg & = —FE* 4P
mict = E?— P
2 .24, 2 2
E® = myc +cp.

Detta ger en relation mellan den totala energin E for nagot som har (tre-)rorelse-
méngden p.

For en partikel i vila géller (p = 0) géller alltsa

E = myc

Pa séitt och vis kan man alltsa betrakta detta uttryck som en slags "rorelseenergi”
som fas fran rorelsen i tiden. Lite mer "ratt” &r kanske att skriva uttrycket som

E
— =MmMpcC
c
och betrakta detta som réreleseméngden en kropp med massan mg har som en f6ljd

av rorelsen 1 tiden.

11.4 Effekt och kraft

Tisderivatan av en rorelseméngd &ér en kraft. Detta generaliseras nu till fyrvektorer
och vi infor fyrkraften F' som tidsderivatan av fyrhastigheten.

Nu maste vi dock tédnka pa en sak. Om vi reserverar det primmade systemet till
att vara en annan observator sa kan vi forvisso utsédtta denna for en kraft och se
den accelerera ivdg. Men vi kan inte jimfora vara komponenter av fyrkraften och
observatorens fyrhastighet med dennes uppfattning om dessa komponenter.

Det beror pa att SR inte géller vid acceleration. Vi maste darfor infér en tredje kropp
(som inte &r en observator enligt SR). Vi later 7 sta for egentiden i det accelererande
systemet eftersom man brukar anvianda 7 for detta i den allménna relativitetteorin

(GR).
Var beskrivning av den tredje kroppens kraft och acceleration blir
_dap* > X+

Pt = —m— 11.1
dr m dr? ( )

vars komponenter ar
Ft=~,[P/c F, F, F]"
dér ~, berdknas enligt var uppfattning av den tredje kroppens trehastighet .

Nollkomponenten f ar vasentligen tidsderivatan av en energi, vilket &r en effekt. Om
vi ser att kraften F' verkar pa en kropp med hastigheten @, upplever vi att effekten
P blir skaldrproduken (i tre dimensioner) F - i (fysiker anvéinder denna notation for
skaldrprodukt).
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I det primade systemet blir komponenterna
’ T
FF =y [P’ /¢ F! F, sz] )

Det #r inte sd ofta som man anviinder uttrycket vid berikningar. Det klas-
siska gymnasieexemplet dér en kropp utsétts for en kraft pa grund av att nagon
exempelvis drar i den fungerar inte sa bra om man skall dra upp nagot i en ganska
stor andel av ljusets hastighet.

Den kraft som déremot kan paverka en (laddad) kropp ar elektriska och magnetiska
krafter. Vi skall aterkomma till dessa senare i denna text.

Nér tva kroppar kolliderar i Newtons mekanik skall energi och rorelseméngd bevaras.
Detta ger ett ekvationssystem som man kan losa.

I SR fas istéllet att (vektor-)summan av fyrrorelseméngden skall vara bevarad, vilken
inkluderar bade energi och réreselméangd. Vi far

P

1 fore

14 __ pM 1
+ P2f('jre - Plefter + P2efter'

I det primmade systemet fas

/

w W pH W
P, + P2f(‘jre - Pl efter + P2efter

1 fore

vilket skulle ge andra komponenter.

11.5 Sammanfattning

e Det som en observator upplever som tid kan en annan uppleva som avstand.
— Bada &r 6verens om fyr-avstandet (avstandet i rumtiden).

e Det som en observator upplever som energi kan en annan uppleva som roérelse-
méngd.

— Bada &r 6verens om fyr-rorelseméangden.
e Det som en observator upplever som effekt kan en annan uppleva som kraft.
— Bada &r 6verens om fyr-kraften.

e Det som en observator upplever som elektriskt falt kan en annan uppleva som
magnetiskt falt.

— Bada &r 6verens om Faraday-tensorn.

o ['Or att harleda allt detta anvandes bara normen!

12 Fortsatt ldsning

Den naturliga utvecklingen nu ar att studera Faradaytensorn for att lara sig mer,
bade om elektriska och magnetiska fenomen och for att ta del av den matematiska
skonheten av SR. Planen nér att lata denna text vixa med just det innehallet. I
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dagsléget finns handskrivna anteckningar att ta del av som &r en del av den kurs
till vilken denna text &r skriven.

I den skriften avhandlas i detalj det klassiska exemplet dér en observator upple-
ver ett elektriskt falt i en situation och en annan upplever samma situation i sitt
koordinatsystem dér det finns bade ett elektriskt och ett magnetiskt falt.

For att kunna ta del av Faradaytensorn maste man lara sig att 1ldsa och skriva uttryck
med s k indexnotation. Den presenteras i dagslaget i texten om den allménna
relativitetsteorin.
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