Sy
L]
) Wl
e " -
- 'i"',’"" <P 4

KOORDINATGEOMETRI

JOoHAN WILD

2020-02-12



(©Johan Wild 2016
johan.wild@europaskolan.se
Far gidrna anvéindas i undervisning, kontakta i sa fall forfattaren.

2020-02-12



Innehall

(1 Inledning| 5
[2_Historial 5
[3 Grundliggande definitioner 1 geometrin| 6
[3.1  Punkter och koordinatsystem| . . . . . ... ... ... ... ..... 6
4_Avstand 7
4.1 Buklidiska metriken| . . . . . . . ..o o Lo 7
M2 Ovningar. . . . . . . . . 8
8
[>.1  Definition pa k-form| . . . . . ... .. ..o 8
5.2 Allman definition| . . . . . . . . ... 8
[5.3  Vinkelrata linjer|. . . . . . .. . ... oo 9
[>.4 Avstand till punkter] . . . . . ... 0oL 10
[>.5  Linjesegment, trianglar och polygoner|. . . . . . . . .. ... ... .. 10
[5.6 Pythagorassats| . . . . .. ... ... ... 11
B7 VinKlarl. . . . . . . . . 13
6.8 Diofantiska ekvationed . . . . . . .. ... 0oL 13
(5.9 Ovningar. . . . . . . . . ..., 15
6 Kvadratiska former 16
7 Cirklar 17
[7.1 Definition och algebraiska omskrivningar| . . . . . . ... ... .. .. 17
[7.2  Geometriska egenskaper| . . . . . ... ... 17
(7.3 Exempel och tillaimpningar{. . . . . . .. .. ... ... 0. 18
(7.4 Ovningar. . . . . . . .. .., 19

B Ellipser] 20

[8.1  Definition och algebraiska omskrivningarf . . . . . . .. ... ... .. 20
[8.2  Geometriska egenskaper| . . . . ... ... o000 21
[8.3  Exempel och tillampningar|. . . . . . . ... ... L. 22
8.4 Ovningar|. . . . . . . . . ., 23
24
9.1 FElastisk stot] . . . . . . . . . 24
[9.2  Fullstandigt oelastisk stot| . . . ... ... ... ... ... ... ... 26




(10 Parabelnl

(10.1 Definition och algebraiska omskrivningarf . . . . . . . . ... ... ..

[10.2 Geometriska egenskaper| . . . . . . . .. ... ...

(10.3 Exempel och tillampningar{. . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

[10.4 Ovningar

(11 Hyperbeln|

(11.1 Definition och algebraiska omskrivningarf . . . . . . . . ... ... ..

[11.2 Geometriska egenskaper| . . . . . . . ... . ... ... ... ... ..

(11.3 Exempel och tillampningar{. . . . . . . . . .. ... ... ... ....

(11.4 Ovningar|

T2 Kvadratiska Diofantiska ol . ]

(13 Hogre dimensioner|

M4 Konis] kG |

15 Metrikl

(15.1 Allménna egenskaper| . . . . . . . . . . ...

[15.2 Taxi-, maximimetriken och andra metriker| . . . . . . . . . ... ...

[15.3 Ovningar|

[16 Facit]

27
27
28
30
31

32
32
33
34
35

35

37

38

40
40
41
41

42



1 Inledning

Denna text tar upp koordinatgeometrin som ett axiomatiskt system. Syftet dr att ge
en djupare forstaelse for en rad begrepp som normalt tas upp lite mer handviftande.

Ett annat viktigt syfte med texten &r att jamfora koordinatgeometrin med den
Euklidiska geometrin. Eftersom definitionerna av olika begrepp skiljer sig at radikalt,
intraffar det ibland att det som &r en definition i det ena systemet kan bevisas som
en sats i det andra.

Det ar viktigt att lara sig skilja pa de olika axiomatiska systemen. Man kan inte
anvianda ett kdnt samband fran det ena systemet for att bevisa nagot i det andra.

Texten &r skriven for att vara ett ldromedel i kursen Axiomatiska System pa Eu-
ropaskolan. Den &r tdnkt att harmoniera med kursen Matematik 2c.

Tack till alla vanliga elever, speciellt Hampus Soderstrém Scill, som uppmérk-
sammat mig pa sa manga fel i denna text.

2 Historia

Ptolemaios (ca 100 - 170 e Kr) sammanstéllde alla matematiska modeller ver Gre-
kernas varldsbild i ett verk om 13 bocker. Det gar idag under namnet Almagest.
Det innehaller bland annat matematiska beskrivningar av hur planeterna ror sig,
longitud och latitud fér pa den tiden viktiga platser och resonemang om olika typer
av kartprojektioner.

Mycket litet dr kdnt om Ptolemaios, men han var verksam i Alexandria och skrev
fler bocker dn detta verk.

Hur som helst innehaller Almagest en tabell som anvénds for att omvandla ett tal till
ett annat och tillbaka, ndmligen sambandet mellan medelpunktsvinkel och kordan
lingd i en given cirkel. Detta &r det tidigaste exemplet pa det vi idag kallar funktion.

Descartes (1596 - 1650) och Fermat (1601-1665) brukar anses vara koordinatsyste-
mets fader. Descartes och Fermat (samt deras foregangare) studerade kdgelsnitt,
kurvor som uppkommer da ett plan skér en kon, se avsnitt [14] och ville bevisa pa-
staenden om parablar och hyperblar (tva fall som da kan uppkomma). I Descartes
stora text om tankemetodik (1637) fanns ett avsnitt om geometri dér han later en
punkt rora sig lings en linje. Problemet 16ses sedan algebraiskt genom att finna
punktens (enda) koordinat.

Descartes gick fran geometri (kurva) till algebra. Han kunde ge ett algebraiskt ut-
tryck for en geometrisk konstruerad kurva och han ansag linge att inga andra kurvor
var av intresse.

Fermat gick fran algebra till kurva. Han ansag att vilket uttryck som helst (i tva
variabler) kunde resultera i en kurva.

Det vi idag kallar ekvationen for en réit linje formulerades av Jan de Witt (1623-
1672). Han kunde gora koordinatbyten som tilliat fullstindig utredning av alla kurvor
av grad tva (ellips, hyperbel, parabel). Dock bara for positiva virden pa koordina-
terna.



3 Grundliggande definitioner i geometrin

Vi skall nu bygga upp en koordinatgeometri som ett axiomatiskt system. Det &r
viktigt att inte blanda ihop detta axiomatiska system med den Euklidiska geometrin,
som ar ett annat axiomatiskt system. Déarfor kommer vi att gora jamforelser med
den Euklidiska geometrin da det passar.

Om du tror att du vet vad som menas med en linje, eller en cirkel, sa maste du
vara observant pa den logiska konstruktionen av detta system. Bara for att vi har
nagot som bendmns linje i var ”vardag”, maste vi &nda gora en precis matematisk
definition av begreppet linje. Vi kan inte anvénda begrepp som vi inte definierat!

3.1 Punkter och koordinatsystem

Vi inleder med begreppet punkt. Euklides definierar detta med ”en punkt &r det som
inte kan delas”. Som namnet koordinatgeometri antyder, kommer vi anvinda oss av
ett koordinatsystem. Detta dr en modern uppfinning, jamfért med den Euklidiska
geometrin. Anvéndningen av koordinatsystem véxte fram under 1600-talet och det
brukar sidgas att Descartes och Fermat dr upphovsmaén till detta begrepp. Finessen
med koordinatgeometrin &r att vi kan koppla ihop algebran med geometrin.

Vi dr nu redo att definiera en punkt.

Definition 3.1.1. En punkt &r ett ordnat par av reella tal. Om P &r en punkt skriver
vi P = (z,y) eller P(z,y) dér x,y € R. Vi kommer &ven att anvénda notationen
P,och P, for de tal som utgor punkten P. Mingden av alla punkter betecknas R?,
vilket ar ett kortare skrivsétt for R x R, produktméngden av R och R. A

Med denna definition av punkt, visar det sig rent logiskt att vi inte behover det som
brukar kallas koordinatsystem (tva axlar som man kan anvénda for att pricka in
punkter). Den enda anvéndningen vi kommer att ha av ett koordinatsystem &r da
vi vill géra oss en bild av var vérld (méngden punkter). Da kommer vi rita de tva
axlarna pa sedvanligt sétt.

Man kan naturligtvis gora en detaljerad framstéllning av vad som menas med ett
koordinatsystem ocksa. Med en sadan framstéllning av geometrin, dr punkter inte
definierade som par av tal, utan som element i en méangd. Koordinatsystemet infors
da for att indexera punkterna pa ldmpligt siatt. Detaljerna for denna framstéallning
kraver dock nagra matematiska begrepp som det inte finns tid att ta upp just nu.

Man skulle kunna gora ett mellanting mellan de tva framstéillningarna av geometrin,
som introducerar lite av andemeningen i den mer avancerade framstéllningen. Vi far
se om kommande versioner av denna text kommer att inkludera detta.



4 Avstand

Det finns en generell teori for avstandsbegrepp. Har kommer vi dock att anvinda
den Euklidiska metriken.

4.1 FEuklidiska metriken

Vi gor foljande definition.
Definition 4.1.1. Awstandet mellan punkterna P och () ges av

A(P,Q) = /(P — Q)2+ (P~ Q). (4.1)
Vi infér ocksa notationen d?(P, Q) = (d(P, Q))? och bendmner detta det kvadratiska
avstandet mellan punkterna P och Q). A

Du kanske kédnner igen uttrycket ovan fran Pythagoras sats. Det ar dock mycket
viktigt att du forstar att detta inte har nagon ting med Pythagoras sats att gora
over huvud taget! Inte rent logiskt i alla fall. Pythagoras sats dr nagot som ror
ratvinkliga trianglar, men vi har &nnu inte ens definierat vad som menas med linje,
an mindre triangel, vinkel eller rat vinkel.

Det ar forvisso ingen slump att uttrycket liknar Pythagoras sats. Senare i denna
text (mojligen i kommande versioner) skall vi bevisa Pythagoras sats, och da maste
vi anvéanda (4.1]).

Exempel 4.1.2. Avstandet mellan punkterna P(8,9) och Q(3,5) &r

A

I den Euklidiska geometrin ar det mycket viktigt att kunna konstruera mittpunkten
pa en given stricka. Det kan vara bra att ha en metod att berdkna den punkt som
befinner sig mellan tva punkter d&ven i detta axiomatiska system.

Sats 4.1.3. Den punkt som befinner sig lika langt fran A och B och som minimerar
detta avstand har koordinaterna

(Ax + B, A, + By>

=, 22 (4.2)

Bewvis. Den eftersokta punkten, som vi kallar M, maste ha tva egenskaper: Dels att
dess avstand till A och B ér lika, dels att detta avstand ar halva avstandet mellan
A och B. Tecknat som ekvationer far vi

(A, M) = d*(M,B)
P(A,M) = idQ(A,B)
Medfér vi
(Ay — Mp)? + (4, — M) = (M, — B,)?+ (M, — B,)?

(Am - Mm)2 + (Ay - My>2 = ((Aw - BI)Q + (Ay - By>2)

1
4
Man kan visa att detta ekvationssystem har den eftersckta 1osningen (4.2)). ]

7



4.2 Ovningar
1. Berdkna avstandet mellan punkterna (—100,2) och (35,7).
2. Ange en punkt pa avstandet 5 ifran punkten (100, 100).
3. Hur manga l6sningar finns det till forra 6vningen?

4. Ange en punkt pa avstandet 0 fran origo.

5 Linjer

5.1 Definition pa k-form

En mojlig definition av en linje &r att det ar 16sningsméngden till en ekvation av
typen y = kx + m. Konstanten k bendmns linjens rikiningskoefficient. Den andra
konstanten, m, har inget annat vedertaget namn &n linjens m-vérde.

Som namnet antyder anger k riktningen for linjen. Teorin for linjer pa k-form héanger
ihop med grafen till polynomfunktioner av grad ett: linjen kan betraktas som grafen
till funktionen y(z) = kx + m, dir hogerledet &r just ett polynom av grad ett. Det
som skiljer ar att en linje kan vara vertikal. Vi maste dérfor ha en béttre definition.

5.2 Allméan definition

Vi vill inte anvéinda uttrycket y = kxz 4+ m som definition fér en linje, eftersom det
finns objekt som vi normalt anser vara linjer som inte gar att skriva sa.

En linje kan luta upp (k > 0) eller ner (k < 0). Om linjen &r horisontell &r & = 0 och
vi far helt enkelt ekvationen y = m. Denna ekvation &r dock en ekvation med tva
obekanta! Tank pa den som y = Oz + m! Losningen &r alla par (z,y) som uppfyller
villkoret y = m. Eftersom det inte finns nagot krav pa = uppfylls ekvationen av alla
punkter dar y = m och x far vara vilket tal som helst. Losningsméngden blir en
horisontell linje.

Det fall som inte técks &dr den vertikala linjen. Med samma resonemang som ovan
géller att dess ekvation ar x = [. Notera att denna linje inte &ar grafen till nagon
funktion!

En sann matematiker &r dock inte n6jd med att ha tva definitioner av ett och samma
begrepp! Ett séitt att sammanfora fallet y = kx+m med fallet x = [ ges i definitionen
nedan.

Definition 5.2.1. En linje dr 16sningsméngden till en ekvation av typen
ar+by+c=0 (5.1)

dar (a,b) # (0,0). A

Denna definition técker alla fall. T sjélva verket har vi anvéant orden horisontell och
vertikal, endast med hanvisning till var vardagliga uppfattning om dessa begrepp.
Vi ger nu en precis definition.



Definition 5.2.2. En linje az + by + ¢ = 0 &r horisontell om a = 0, och vertikal
om b= 0. A

Att uttrycka en linje pa formen azx + by + ¢ = 0 brukar bendmnas att skriva linjen
pa allmdn form. Att 16sa ut y ur detta uttryck (vilket gar om b # 0) ger ett uttryck
pa formen y = kx + m, vilket brukar bendmnas k-form.

Sats 5.2.3. En icke-vertikal linje gar att skiva pa formen

y=kx+m

Bevis. Det som maste bevisas ar att talen & och m existerar och ar entydiga. Om
man 16ser ut y ur (5.1) finner man

a
k=2
b?

_ ¢

]

Beviset ovan var kanske inte sa knepigt. Ddremot kanske du har svart att greppa
att det faktiskt ar ett bevis. Vi skall dock senare se pa fall dar det inte ar lika létt
att se att tva uttryck representerar samma objekt (i detta fall samma linje). Denna
lilla sats och dess bevis far tjdna som uppvéarmning infor dessa fall.

Foljande sats dr mycket anvéndbar.
Sats 5.2.4. Om punkterna (x1,y1) och (xe,y2) tillhéor linjen y = kx +m gdller

o DY _p—un
AN A

(5.2)

Observera att omvindningen inte giller! Tva punkter som uppfyller (5.2]) behover
inte nédvandigtvis ligga pa linjen.

5.3 Vinkelrita linjer

Euklides definierade att tva linjer ar vinkelrdta om sidovinklarna som uppkommer i
deras skdrningspunkt &r lika. Det &r inte en anvéndbar definition for oss. Forst och
framst har vi inte definierat vad som menas med en vinkel, sa vi kan inte anvéinda
den rakt av. Dessutom visar det sig mycket krangligt att ga végen via definitionen
av en vinkel (om det ens gar!).

Vi gor istéllet foljande definition.

Definition 5.3.1. Linjerna a1z + b1y + ¢; = 0 och asx + by + co = 0 ar vinkelrdita
om aias + blbg = 0. A

Om linjerna gar att skriva i k-form (om ingen av dem &r vertikal) kan man visa att
foljande géller.

Sats 5.3.2. For tva vinkelrdta linjer gdller ky - ko = —1.



5.4 Avstand till punkter

For avstandet mellan en linje och en punkt gor vi féljande naturliga definition.

Definition 5.4.1. Avstandet mellan en linje och en punkt &r det kortaste avstandet
mellan linjen och punkten. A

I det allménna uttrycket for en linje, ax + by + ¢ = 0, finns en enkel geometrisk
tolkning av a och . Om vi bildar en vektor med komponenterna a och b kommer den
att vara vinkelrdt mot linjen. Vi gar inte ndrmare in pa den axiomatiska definitionen
av en vektor #n sa.

Talet ¢ har ocksa en geometrisk tolkning. Man kan visa féljande sats.
Sats 5.4.2. Avstandet mellan en linje ax 4+ by + ¢ = 0 och en punkt P ges av

laP, + bP, + c|

(5.3)

Vi visar inte satsen hér, bland annat for att det krdvs kunskaper fran Matematik
3c.

Ett steg pa vigen ar i alla fall foljande resultat.

Sats 5.4.3. Lat Q) vara den punkt pa linjen ax+by+c = 0 som dr ndrmast punkten
P. Da dr linjen genom P och Q) vinkelrdat mot ax + by + ¢ = 0.

Vi kan alltid multiplicera bada led i ekvationen for en linje med nagot sa att a®+b% =
1. Om vi valt a och b sa ger (5.3) att ¢ blir avstandet mellan linjen och origo.

5.5 Linjesegment, trianglar och polygoner
Vi gor foljande naturliga definitioner.

Definition 5.5.1. Tva olika punkter A och B definierar ett linjesegment som &r
méngden av alla punkter mellan de tva punkterna lings den linje som gar genom
punkterna. Vi betecknar detta linjesegment AB. A

Definition 5.5.2. En triangel definieras av de tre linjesegment som definieras av tre
punkter som inte ligger pa samma linje. Linjesegmenten bendmns triangelns sidor.
En triangel ar rdtvinklig om tva av sidorna ar vinkelrdta. En triangel &r likbent om
tva sidor ar lika langa och [liksidig om alla tre dr lika langa. A

Notera att vi inte kan avgéra om en triangel ar trubbvinklig eller spetsvinklig ef-
tersom vi inte har definierat ett vinkelbegrepp &nnu. Av samma anledning kan vi
inte ens formulera pastaendet att vinkelsumman i en triangel ar tva riata, &n mindre
forsoka bevisa detta pastaende.

Definition 5.5.3. En manghdorning, polygon eller n-horning, definieras av de lin-
jesegment som definieras genom tva pa varandra foljande par i en ordnad foljd av
punkter (n st), dir den sista punkten paras till den forsta. Linjesegmenten far inte
skédra varandra. A

10



5.6 Pythagoras sats

Som némndes i avsnitt har metrikens uteseende inget att géra med Pythagoras
sats. For att belysa detta maste vi se hur den satsen &r formulerad.

Sats 5.6.1. Om och endast om en triangel dr rdatvinklig, gdller att kvadraten av
den lingsta sidans lingd dr lika med summan av kvadraterna av de évriga sidornas
langder.

Bevis. Vi later triangeln ges av linjesegmenten AB, AC och CB.

Vi infor betekningarna

a> = d*B,0)
v = d*C,A)
¢ = d*(A,B)

for (de kvadratiska) langderna av triangelns sidor.

Antag for resonemangets skull att det dr sida AC som ér, eller skall visas vara,
vinkelrat mot sida BC, vilket ger att den réta vinklen alltsa &r i punkt C. Notera
att motstaende sida har langd c.

Antag nu att varken AC' eller BC' &r vertikal. Da gar motsvarande linjer att skriva
pa k-form.

Lat kac vara riktningskoefficient for sida AC' och pa motsvarande sétt for kgc.

Figuren nedan visar situationen.

Det som skall visas ar alltsa att

a2+b2:C2 & kao ke = —1.

Nu kan man definitivt se att metriken och Pythagoras sats inte &r samma sak. Vi
maste ju anvénda metriken for att formulera Pythagoras sats, sa metriken maste
vara nagot annat dn Pythagoras sats!

Eftersom
k _ Ay — Cy
AC — Ax — Cx
L _ By — Cy
BC — B, — Cx



fas alltsa att

(Bx - Cx)z + (By o Cy)2 + (Ar - Cx)2 + (Ay B Cy)2 - (Ar - Br>2 + (Ay B By)2
g
Ay—Cy . By—cy —
A, —C, B, —C,

skall bevisas.

Det ér liattare att se likheten om vi flyttar alla termer till vénsterledet i det forsta
uttrycket

(By — Co)* + (By — C))? + (Ae — Co)? + (A, — C,))? — (Ay — By)> — (4, — B,))> =0

och multiplicerar bada led i det andra med ndmnaren och flyttar alla termer till
vansterledet d&ven héar. Da fas

(A, — C)(B, — C)) + (Ay — C)(By — C) = 0.

Utvecklar man alla kvadrater i det forsta uttrycket far man (efter férenkling)
2C2-2B,C, —2B,C,+2C; —2A4,C,+2A,B, —2A4,C, +2A, B, =0,
och multiplicerar man ihop faktorerna i det andra far man (efter forenkling)
C?-B,C,—B,Cy+C;— A, Cy+ AyB, — A, Cp + Ay B, =0

vilket visar att uttrycken &r ekvivalenta da det endast skiljer en faktor 2.

Om en av AC' och BC' &r horisontell &r den andra vertikal om triangeln &r ratvinklig,
och ¢ = a? + b? foljer direkt ur metriken.

Antag nu att det dr BC som &r vertikal och att ¢ = a? + b%. I detta fall maste det
visas att AC dr horisontell, vilket betyder att A, — C,, = 0 skall visas gilla.

Det #r darfor smidigt att studera b® = ¢ — a? vilket ér
(Az — Cx)2 + (Ay B Cy>2 = (A — Bw)2 + (Ay o By)Q —(Be — Cx)Q - (By B Cy)2-

Eftersom BC' é&r vertikal giller B, — C, = 0 vilket gor att de tva forsta termerna i
VL och HL &r lika och att den tredje termen i HL &r noll. Kvar blir

(Ay - Oy)2 = (Ay - By)2 - (By - Oy>2
= Az —2A,B, + B; — Bz +2B,Cy — Cj
A2 — CF — 2By (A, — C,)
= (Ay - Cy)(Ay + Cy) - 2By(Ay - Cy)
= (Ay - Cy)(Ay +Cy — 2By)
Om A, = C, giller likheten och vi &r klara. Om A, # C, kan vi kancellera en faktor
(A, — C,) fran vardera led. Kvar blir
A -C, = A, +C,—-2B,
-2C, = -2B,
vilket ger B, = C,. Det &r dock inte mojligt eftersom B och C' da skulle vara samma
punkt eftersom vi redan antagit att B, = C,.

Nu har Pythagoras sats visats at bada hall och i alla tdnkbara fall. m
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5.7 Vinklar

Vinkelbegreppet visar sig vara knepigt med de forkunskaper som forutsétts héxﬂ Ett
matt pa hur mycket en linje lutar ar linjens riktningskoefficient. Vi gor ett forsok
till definition.

Definition 5.7.1. Vinkeln € mellan en linje med riktningskoefficient k& och z-axeln
ges av

tan(f) = k

For en vertikal linje definieras 6 = 90°. A

Denna definition ger dock inte entydighet. Vi vill gérna ha en definition som ger
vinklar i intervallet 0° < 6 < 360°. Vi gor darfér en béattre definition.

Definition 5.7.2. Lat P vara en punkt pa en cirkel med radie 1 (enhetscirkeln).
Da definieras vinkeln 6 mellan z-axeln och linjen som gar genom P och origo genom
cos(d) = P,
sin(f) = P,.

A

Det finns flera problem med bada dessa definitioner. Forst och framst har vi inte
definierat vad som menas med funktionerna sin(v), cos(v) eller tan(v). I sjélva verket
tas oftast [5.7.2]som definition av just sin(v) och cos(v), men da maste man ju aterigen
veta vad som menas med en vinkel.

Ett annat problem &r att vi inte vet vad som menas med en cirkel &nnu. Det gors
forvisso i nésta avsnitt sa det &r inget storre problem.

Virre ar att vi inte har sa stor anvindning av definitionerna. Vad blir till exempel
vinkeln mellan en linje med riktningskoefficient k; och en annan med riktningskoef-
ficient ko? For att reda ut det kravs en hel del som visas i Matematik 4.

For att den andra definitionen skall vara tillampbar maste vi pa nagot vis relatera
en punkt pa enhetscirkeln till en linje.

5.8 Diofantiska ekvationer

En Diofantisk ekvation dr en ekvation dér koefficienter och 16sningar ligger i Z. En
(linjér) Diofantisk ekvation &r en ekvation av typen

aX+bY =c
dér alltsa koefficienterna a, b, ¢ € Z och losningarna X,Y € Z. Vidare antas att a, b

och ¢ &r relativt prima.

I denna text anvander vi versalerna X, Y for att inte forvixla dem med koordinaterna
(z,y) for en punkt eftersom z,y € R.

Euklides algoritm ger en l6sning (X, Yp) och alla losningar ges av

Xn = X0+bn
Y, = Yy—an

IMatematik lc
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darn € Z.

Genom att jamfora losningarna till a X +bY = ¢ med motsvarande linje a x+by = ¢
kan vi bevisa foljande sats som &r anvédndbar i olika sammanhang dér Diofantiska
ekvationer dyker upp.

For att fa ett tydligt resonemang kraver vi att a,b,c¢ > 0. Om detta inte géller fas
motsvarande resultat i andra kvadranter &n den forta.

Sats 5.8.1. En linjar Diofantisk ekvation har hégst en losning (X,,Y,) i forsta
kvadranten om ab > c.

Beuvis. Det kvadratiska avstandet mellan tva losningar (X411, Y,41) och (X,,,Y,) &r
a®?+b?. Det kan inte finnas fler #n en 16sning i forsta kvadraten om detta avstand &r
storre dn avstandet mellan de punkter dér linjen a y+by = ¢ skir koordinataxlarna.

Figuren nedan visar detta schematiskt.

Y

Linjen skér axlarna i punkterna (£,0) och (0, §). Det kvadratiska avstadnet mellan
dessa ges av
c\ 2 c\2 o,
- -) = b?).
(b) + (a) a’b? (a * )

2
c
(a2 + bQ) > 212 (GQ + 62)

Ur detta foljer att

om

1>i<:>ab>c.
ab

]

En tillimpning av detta &dr att det bara finns ett sidtt att dela upp brak som en
summa av andra brak i stil med exemplet

11X N Y
3% 5 7
eftersom det ger en Diofantisk ekvation
11=7X+5Y

som bara kan ha en 16sning dar X, Y > 0 eftersom 5-7 > 11.

14



5.9

. I texten om Pythagoras sats ges inget detaljerat bevisa av att a® + b? = ¢

Ovningar

. Vilka av punkterna (3,3), (3,2) och (126, 43) tillhér linjen  — 3y + 3 = 07

. Bestdm ekvationen for linjen som gar genom punkterna (3,2) och (5,6). Svara

pa allmén form.

. Ar linjerna 5z + 3y — 2 = 0 och 15z — by + 27 = 0 vinkelréta?

. Ligger punkten (4, 4) pa linjesegmentet mellan (—2,7) och (7,2)?

. Ar triangeln som definieras av punkterna (3, —2), (4, —5) och (9, 0) ritvinklig?
. Bevisa sats [5.2.4]

Bevisa sats [(£.3.2]

2

fallet da AC ar horisontell och BC' ar vertikal.

. Beréikna avstandet mellan linjen 82 — 7y + 18 = 0 och punkten (3, 26)

15



6 Kvadratiska former

Ekvationen ax + by + ¢ = 0 ar som sagt en linje. Temat gar inte variera speciellt
mycket. Infor vi hogre ordningar av x och y far vi intressantare punktméngder.

Definition 6.0.1. En kvadratisk form &r ett uttryck pa formen
az® +bry +cy’ +dr+ey+ f =0 (6.1)

dér minst en av a, b eller ¢ maste vara skild fran noll. A

Jamfér man med andra bocker, sa finner man att det i sjélva verket endast ar de
tre forsta termerna i vansterledet som brukar bendmnas kvadratisk form. I brist pa
béttre namn later vi hiar de tre sista termerna hénga med, samt sitter allt lika med
noll.

Vi skall strax se att punktméngder som &ar 16sningen till kvadratiska former kan delas
in i nagra specialfall: cirklar, ellipser, hyperblar och parablar. Dessa objekt har olika
intressanta egenskaper, till exempel har cirkeln en medelpunkt och en radie. Vi skall
nu reda ut féljande fragor.

1. Hur hinger dessa egenskaper ihop med konstanterna a till f i (6.1)7 Vi skall
med andra ord forsoka skriva om (6.1]) pa ett sitt som dr mer anvandbart i de
olika fallen.

2. Dessa objekt kan konstrueras geometriskt inom ramen for den Euklidiska geo-
metrin. Dessa konstruktioner kan formuleras om till satser inom koordinatgeo-
metrin. Kan vi bevisa dessa satser?

3. Finns det nagon "tillampning” av dessa objekt? Vi skall bevisa nagra geomet-
riska egenskaper for objekten som visat sig vara anvindbara.

Det ar inte sékert att det finns losningar till alla ekvationer av typen . Det finns
ocksa triviala exempel vars losningar blir en punkt eller linjer. Exempelvis géller det
2? — y? = 0 vars 16sningar #r linjerna y = +x, eller 22 = 1 vars lésningar ir tva
vertikala linjer, eller 2 + y* = 0 vars 16sning &r (0,0). Ibland beniimns dessa typer
av 10sningar degenererade lisningar. Vi &r inte intresserade av sadana lésningar och

utgar fortsiattningsvis fran att sadana fall utesluts.

Nér vi sédger 7ar losningsméngden till en kvadratisk form” menar vi alltsa fort-
sattningsvis ”ar mangden av alla icke-degenererade losningar till en kvadratisk form”.
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7 Cirklar

7.1 Definition och algebraiska omskrivningar

Definition 7.1.1. En cirkel &r 16sningsméangden till en kvadratisk form som upp-

fyller villkoren b = 0 och a = c. A

Sats 7.1.2. En kvadratisk form som definierar en cirkel gar att skriva pa formen
(z = 20)” + (y — y0)* = 1 (7.1)

dir cirkeln har sin medelpunkt i (xo, o) och radie r.

Bewis. Vi kvadratkompletterar (6.1)). T en cirkel géller a = ¢ och b = 0. Om vi delar
(6.1) med a far vi ett lite enklare uttryck att jobba med.

d
x2—|—y2+—az+fy—l—i =0
a a a
d d\? d\? e f
249, 2. )] (= 2, 24y = L
v 2a x+<2a) (2@) Ty +ay a
d\> , e d\* f
(o d) oo - ()2
a\> e e\ 2 e\ 2 d\*> f
il 9. %, <_> _<_> N
<x+2a) Ty 2a v 2a 2a 2a a
+d 2+( +e)2 B d 2+<e)2_f
. 2a Y 2a N 2a 2a a

Vi ser att vi far det eftersokta uttrycket med

d

Tg = ——
0 2a
_ _°

Yo = 9

c = (3) 6T

Du ser att xg och yo endast beror pa d, e och a. Detta ar anledningen till att vi
kunde tillata oss att ha med d och e i (6.1)), eftersom d och e inte kommer att paverka
cirkelns form (fordandrar den inte till en ellips etc), utan endast var den befinner sig.

O

7.2 Geometriska egenskaper

Den geometriska konstruktionen av en cirkel &r att varje punkt pa cirkeln skall
ha samma avstand till cirkelns medelpunkt. Vi visar nu att detta géller dven i
koordinatgeometrin.

Sats 7.2.1. Avstandet mellan en punkt pa en cirkel och punkten (xq,yo) dr .
Beuvis. Lat P(x,y) vara en godtycklig punkt pa cirkeln, och lat oss bendmna cirkelns
medelpunkt M = (zg,y). Det kvadratiska avstandet mellan P och M &r

d*(P,M) = (z —20)* + (y — y0)* = r*
dér sats har anvénts i sista likheten. ]
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7.3 Exempel och tillimpningar

Den kanske bista tillimpningen av cirkeln &r vil hjulet.
Exempel 7.3.1. Skdrningspunkten mellan en linje och en cirkel

Bestdm skirningspunkterna mellan cirkeln (z — 3)% + (y + 1) = 4% och linjen
4z — 2y +2=0.

Losning: Vi loser ut y ur ekvationen for linjen och far y = 2x + 1. Sétter vi in det i
ekvationen for cirkeln far vi

(27 +2)* + (z — 3)* = 16.

Denna ekvation har 16sningarna

r, = —1
Ty = 3/5.
Dessa ger oss
pn o= —1
yo = 11/5.
Skérningspunkterna &r (—1, —1) och (3/5,11/5). A

Exempel 7.3.2. Skdrningspunkterna for tva cirklar
Bestim skirningspunkterna for cirklarna (z — 2)? + (y + 1)? = 4% och
(z+2)2+(y—2)? =3
Losning: Vi utvecklar kvadraterna och far

V42 +at—de+5 = 42

v —dy+at 4 +8 = 3%
Detta ekvationssystem har tva obekanta, men det ar tva ekvationer av grad tva. Det
ar alltsa inte sjalvklart att det finns tva lésningar, eller hur vi hittar dem. Vi forstar

dock att det finns ingen, en eller tva losningar om cirklarna inte skér varandra,
tangerar varandra respektive skér varandra.

Om subtraherar dessa fran varandra far vi
6y —8r —3="1.

De eftersokta losningarna kommer ligga lings denna linje. I grafen nedan visas cirk-
larna och linjen.

S = N W A UL
™~
%

[~ L

-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8
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Om vi 16ser ut y ur uttrycket for linjen kan vi dock sétta in det i nagon av ekvatio-
nerna for cirklarna. Det blir en andragradsekvation som har losningarna

r1 = -2
Ty = 22/25.
Dessa ger oss
yo= —1
Skarningspunkterna ar (—2, —1) och (22/25,71/25). A
7.4 Owvningar
1. Bestdm ekvationen for cirkeln som har sin medelpunkt i (3,2) och radie 4.
Svara pa allmén form.
2. Skriv cirkeln 22 + y? + 3z + 4y + 3 = 0 pa formen ([7.1)).
3. Tva cirklar ges av 22 + y* — 16 = 0 och 2 + 3*> — 42 — 16 = 0.
a) Vilka radier har cirklarna?
b) Vad ér avstandet mellan cirklarnas medelpunkter?
4. Bestdm skérningspunkterna mellan linjen 2y 4+ 3z + 13 = 0 och cirkeln (y +
8)2+ (z+1)*=09.
5. Bestdm skdrningspunkterna mellan linjen 3y — 2z — 10 = 0 och cirkeln (y +
3)2 + (z 4 2)* = 16.
6. Bestdm k si att linjen y = kx + 3 tangerar cirkeln (y + 3)? + (z + 2)? = 16.
7. Bestdm skérningspunkterna for cirklarna y? — 4y + 2% + 8z + 20 = 16 och
v 44y +a?—20+5=25
8. Bestdm skidrningspunkterna for cirklarna y? — 2y + 22 + 8z + 17 = 16 och

v —2y+a2i+4r+5=9
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8 Ellipser

8.1 Definition och algebraiska omskrivningar

Cirkeln ar i sjilva verket ett specialfall av ellipsen.

Definition 8.1.1. En ellips ar losningsméangden till en kvadratisk form som upp-
fyller villkoret b < 4ac. A

Definition 8.1.2. Lat A och A’ vara de tva punkter som befinner sig langst fran
varandra pa en ellips. Linjen genom A och A’ bendmns ellipsens storazel (eng:
major axis). Den linje som gar genom mittpunkten pa strickan mellan A och A’
och vinkelréit mot storaxeln bendmns ellipsens lillazel (eng: minor axis). Ellipsens
medelpunkt ar skarningspunkten for axlarna. A

Lillaxel

Storaxel

Vi kommer att ha nytta av féljande definition.
Definition 8.1.3. En ellips dir b = 0 #r en rak?] ellips. A

Sats 8.1.4. En rak ellips har axlar parallella med koordinataxlarna och gar att skriva

pa formen
T — 120\’ y—10\’
( - 0) +( . 0) =1 (8.1)

FEllipsens azlar dr linjerna x = xo och y = yo och medelpunkten dr (zo,yo).

Beviset dr en simpel kvadratkomplettering av (6.1]), precis som beviset av sats|7.1.2]

Definition 8.1.5. For en rak ellips definirar vi ellipsens bredd till 2s och hdjd till
2t med s och ¢ fran satsen ovan. A

(0
A s

. (x(); Z/o)

20BS! Detta #r inte en vedertagen definition i allmfinna matematiska texter, men limpar sig
vél for vara syften.
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8.2 Geometriska egenskaper

I den Euklidiska geometrin definieras en ellips fran tva punkter pa sa satt att sum-
man av avstandet fran en punkt pa ellipsen till dessa tva punkter skall vara konstant.

Att detta géller d&ven i koordinatgeometrin maste visas.

Sats 8.2.1. For en given ellips finns det tva punkter sadana att summan av av-
standet fran en godtycklig punkt pa ellipsen till de tva punkterna dr samma for alla
punkter pa ellipsen.

Definition 8.2.2. Punkter som avses i satsen ovan bendmns ellipsens fokalpunkter.
A

7(0,1)

S(s,0)

Q'(~g,0) Q(g,0)

Bevis. Bevis i specialfallet b = 29 = yo = 0: Teckna fokalpunkterna @(q,0) och
Q' (—q,0) och teckna

d(S.Q) +d(S.Q) = d(Q.T) + d(Q. T).

Vi noterar att d(Q,T) = d(Q’',T) av symmetriskil. Vi far da

V(s =2+ (002 + /(s = (=0)? +(0-0)> = 2/(0~(—¢))>+ (t - 0)?
V=02 +V(s+9)? = 2@+t
s—q+(s+q) = 2v/¢+1
82 — q2+t2

En vildigt viktig egenskap som anvénds i manga tekniska sammanhang beskrivs i
foljande sats.

Sats 8.2.3. Linjerna fran fokalpunkterna till en godtycklig punkt P pa ellipsen bildar
lika stora vinklar till normalen till ellipsen i punkt P.
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Eftersom vi inte har gjort nagon anvindbar definition av vinkel kan vi inte visa
denna sats inom ramen for koordinatgeometrin. Déremot ér kan man motivera att
detta géller relarivt enkelt inom den Euklidiska geometrin.

Beuvis. OBS! Motivering inom ramen for den Euklidiska geometrin

I figuren ovan visas en ellips dér vi dragit tangent och normal i punkten P. Vi speglar
F i tangenten sa att vi far en likbent triangel PAF. Genom sin konstruktion &r AF
parallell med ellipsens normal i P. Darfor ar alla vinklar som dr markerade i figuren
lika. [

Anledningen till att detta inte &r ett bevis ar att det bygger pa att vi kan konstruera
normalen och tangenten i punkten P. Hur detta skulle ga till &r oklart.

8.3 Exempel och tillimpningar

Tillampningar av ellipsen bygger ofta pa sats[8.2.3

Ett annan viktig faktum rorande ellipser &r att planeterna ror sig i banor som
beskrivs av ellipser, ddr solen ligger i banornas ena fokalpunkt. Detta &ar en av
Keplers lagar.

Exempel 8.3.1. Skdrningspunkterna mellan en ellips och en linje

Denna typ av problem léser man pa precis samma sitt som motsvarande problem
med cirkeln. Ellipsen maste inte ens vara rak for att man skall fa en enkel an-
dragradsekvation. A

Exempel 8.3.2. Skidrningspunkterna mellan tva ellipser

Denna typ av problem blir dock inte losbart. Lat oss soka skarningspunkterna mellan
1)? 1\?
TEL) (1) =
2 6
2\ —1\?
T+ " y=—1y _ 1
5 3

22
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Loser vi ut y ur den forsta ekvationen far vi
y=—1+—-3vV—22—2z+3.
Séatter vi in detta i den andra far vi
+£300v—22 — 27 + 3 — 2162% — 414z + 811 = 225.

Detta gar att skriva om till en ekvation av grad fyra. Det finns ocksa fyra skdrnings-
punkter, vilket visas i figuren nedan.

; TN

X — 1/l T\

NV [ RN

1 [ |

NEN 7 g
) \ |

_5 \ /

. \L [/

-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8

8.4 Owvningar

1. Skriv ellipsen % +y+ % - %’C + % = 1 pa formen (8.1)).

@42 | @) _ g

2. Bestédm fokalpunkterna till ellipsen ~2 5

3. Berékna skdrningspunkerna for ellipsen =2 _(xgn?

5 = 1l och linjen y = §+4.

4. Bevisa sats B.1.4]
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9 Stotar

Som en intressant tillimpning av teorin rorande ellipser kan vi studera stotar mellan
tva kroppar som glider utan friktion.

Fore kollisionen har kropparna den totala kinetiska energin respektive rorelseméangden

mivi  mov?
E, =
2 2

p = Mmu1r + Mavo

vilket i ett v;-vo-diagram &r en ellips och en linje.

[ ett exempel med dér m; = 2 kg, ms = 3 kg samt v; = 4m/s och v = —1m/s fas

By = —+ = —
p = 2-4+3(-1) =5

9.1 Elastisk stot

Om stoten ar elastisk bevaras bade rorelseméngd och energi. Efter kollisionen har
kropparna hastigheterna v] respektive v}. Att soka dessa innebér att vi skall 16sa
ekvationssystemet

3B P N 3vy
2 2 2
5 = 3v)+ 20

vilket grafiskt motsvarar att vi skall berikna skidrningspunkterna mellan en ellips
och en linje.

Ekvationssystemet har tva losningar. Dels maste utgangssituationen uppfylla syste-
met, dels fas en ny l6sning

vy = —2m/s

vy = 3m/s.

Grafen nedan visar kurvorna.

V2

S = N W kA UL

Vi

-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8
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Nu kan vi fraga oss vad som egentligen héander under sjdlva kollisionen. Rorelse-
méngden ar bevarad, den omvandlas inte till nagon annan form under tiden kolli-
sionen sker.

Energin ddremot 6vergar formodligen till nagon sorts potentiell energi (som vi kan
tanka oss lagras i en fjider) medan kollisionen pagar. Vid kollisionens slut har all
energi aterigen blivit rorelseenergi.

Att rorelseenergi forloras under tiden kollisionen pagar kan grafiskt tolkas som att
ellipsen krymper. Systemet maste hela tiden befinna sig pa rorelseméngdslinjen,
sa elliplsen kan inte krypa hur mycket som helst. Hastigheterna dndras inte heller i
hopp fran ett vérde till ett annat. Den forsta kroppens hastighet maste kontinuerligt
anta alla virden mellan 4 och —2 och den andra kroppens hastihet antar alla virden
mellan —1 och 3.

Det tillfdlle dar som mest energi har lagrats som potentiell enerergi maste represen-
teras av en ellips som precis tangerar linjen.

Detta motsvarar att bestdmma ett E), sa att

0% 302
E _ 1 2
g 5 3
5 = 2u1+ 3vs

har precis en 16sning.

Skriver vi om systemet till

5 2
Vo = = — =V

{2Ek = 21)%4’3’(]5
3 3

Satter vi in vy 1 den forsta ekvationen far vi

5 02\’
2F), = 2v%+3<§——vl)

3
25 20 4
2Ek = 2U%+§_§U1+§U%
10 20 25
0 = gvf—gmﬁL?—?Ek
25  3E;
0 = v2—2u +— - 2F
(o U1+10 5
och
25  3E,
= 1+4/1— —+ —
”1 TR

15+ 6E
v, = 1i1/%.

For att bara fa en 16sning, sa att linjen tangerar ellipsen, maste diskriminanten vara
noll. Det ger

Jamfort med utgangssituationens energi lagras alltsa AE = 15 J som potentiell
energi i fjadern.
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Nér detta hander dr v; = 1m/s vilket ger v = 1 m/s.

Den streckande kurvan i figuren nedan visar energiellipsen da systemet har som
minst roreselenergi.

V2

S = N W A BN

Vi

-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8

Energiellipsen har alltsa krypt sa att den tangerar linjen i punkten (1,1).

Det ar ingen slump att v; = vy da detta sker. Sa maste det vara eftersom kropparna
da momentant sitter ihop och darfér maste rora sig med samma hastighet.

Detta dr ocksa hastigheten for systemets tyngdpunkt, veys. Hela systemets rorelse-
méngd ges av
p = (m1+ma)vcum

vilket ger
(m1 + mg)UCM = MmMv1 + x%)
mivy +mavy  2-443-(=1) 1m /s
v = = =1m/s.
oM my + mo 243

Om man skulle byta referenssystem sa att man féljer med kropparna i denna hasti-
het, skulle den totala roresleménden vara noll eftersom vy = 0m/s i detta system.

Linjen skulle da ga genom origo och ellipsen skulle krypa till en punkt i origo under
kollisionen. Det betyder att kropparna i detta system skulle sta still momentant
innan de studsar fran varandra.

9.2 Fullstindigt oelastisk stot

Om stoten ar fullstandigt oelastisk sitter kropparna ihop efter stoten. Det betyder
att de maste fardas samma hastighet efter stoten vilket alltsa ar voyy.

Man kan ocksa tdnka pa veys som losningen till ekvationssystemet

p = mv1 + Mot
V1 = V2

eftersom rorelseméngden skall vara bevarad och kropparna skall ha samma hastighet
efter kollisionen.

Figuren nedan visar situationen.
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V2

Vi
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Rorelseméangdslinjen och linjen v; = vy skiir varandra i den tidigare berdknade
von- Den energi som gar at for att klumpa ihop kropparna maste vara AFE som vi
berdknade ovan eftersom energiellipsen da tangerar roérelseméangdslinjen.

Den heldragna biten av rorelseméngdslinjen ar de hastigheter som kropparna faktiskt
antar under kollisionen, fran det att de mots till dess de sitter ihop.

10 Parabeln

10.1 Definition och algebraiska omskrivningar

Definition 10.1.1. En parabel &ér losningsméngden till en kvadratisk form som

uppfyller villkoret b? = 4ac. A
Exempel 10.1.2. Ekvationen y = 22 dr en parabel. A
Definition 10.1.3. En parabel dédr b = 0 &r en mkﬂ parabel. A

Eftersom antingen a = 0 eller ¢ = 0 for raka parablar kan dessa delas upp i tva fall.

Sats 10.1.4. En rak parabel med ¢ = 0 kan uttryckas

yzi($_x8)2+t (10.1)

S

ddr linjen x = x4 dr parabelns symmetrilinje. En rak parabel med a = 0 kan utryckas

x:i(y_ys>2+s (10.2)

t

ddr linjen y = ys dr parabelns symmetrilinje.

Parablar har studerats tidigare inom ramen fér Matematik 2c, men da oftast som graf
till en funktion av typen f(z) = ax?+bx + c. Det &r viktigt att gora skillnad mellan
begreppen funktion och kurva. En funktion kan till exempel anta ett minsta vérde

30BS! Detta #r inte en vedertagen definition i allmfinna matematiska texter, men limpar sig
vél for vara syften.
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i ett intervall, medan kurvor inte antar varden alls. En funktion kan ha nollstéllen,
medan en kurva kan skéra x-axeln.

Nér man ritar grafen till en funktion &r det i sjélva verket kurvan (16sningsméangden
till ekvationen) y = f(x) som ritas.

10.2 Geometriska egenskaper

Den geometriska konstruktionen fér parabeln beskrivs i féljande sats.

Sats 10.2.1. For en given parabel existerar en punkt A och en linje, sadana att
avstandet mellan en godtycklig punkt P pa parabeln och A dr lika med det kortaste
avstandet mellan linjen och P.

Definition 10.2.2. Punkten som avses i satsen ovan bendmns parabelns fokalpunkt
och linjen bendmns parabelns direktris. Den punkt pa parabeln som &r nédrmast
direktrisen bendmns parabelns vertez. A

Figuren nedan visar konstruktionen.

Fokalpunkt

7

Vertex \\

Direktris

Nér man konstruerar en parabel i den Euklidiska geometrin, utgar man istéllet fran
fokalpunkten och linjen. Vi utgar ju istéllet fran en given parabel (givna virden pa
a, b, ¢, d och e) och visar att linjen finns.

Bevis. Tfallet b=d =c= f =0 och e = —1. Da giller y = ax® och vertex ligger
i origo. Lat fokalpunkten vara Q(0,q) och direktrisen linjen y = —q. Lat punkten
A vara den punkt pa direktrisen som har samma z-koordinat som P. Vi teknar
avstandet mellan F' och P samt mellan P och A. Vi soker alltsa ¢ sa att dessa &r
lika. Vi tecknar de kvadratiska avstanden.
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Q(0,q)

Vi far

(P, =0)*+ (P, —q)® = (P.—P.)’+ (P, — (=q))?
Pac2+(Py_Q)2 = (Py+Q)2
P!+ P —2Pq+q¢ = P!+2Pq+¢°
P? = 4P,

Eftersom vi vet att y = az? giller speciellt P, = aP? da P &r en punkt pa parablen.
Det ger

P? = 4aP%q
1 —_
da :

Sats 10.2.3. Linjen fran fokalpunkten till en godtycklig punkt P pa parabeln, bildar
samma vinkel mot normalen till parabeln + P som den linje som dr parallell med
parabelns symmetrilinje och som gar genom P.

Aven denna sats kan vi bara motivera l6st inom ramen for den Euklidiska geometrin.

Bevis. OBS! Motivering inom ramen fér den Euklidiska geometrin

Figuren nedan innehaller de punkter vi behover for beviset.
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Parabelns symmetrilinje och den linje som &r parallell med direktrisen och som gar
genom vertex dr markerade med streckade linjer.

Bevis som inte bygger pa att man far dra tangenter

Linjen PC &r normal till direktrisen och gar genom P. Punkten F &r den punkt dér
FC skdr OB. Linjen genom P och E, samt dess normal i P &r ocksa ritad.

Genom parabelns konstruktion géller FFP = CP och OF = CB. Det vi maste
argumentera for dr varfor F'P ar spegelbilden av C'P da C'P speglas i linjen genom
PE.

Vi far AEFO = AEBC eftersom OF = CB och trianglarna har tva lika vinklar
(en rat och vertikalvinklarna). Dérfor giller FE = CE. Av detta, och att AFPC
ar likbent genom sin konstruktion, foljer att AFPE = APEC.

Hérur foljer att de markerade vinklarna &r lika, och ddrmed att vinklarna mot
normalen till PE i P ocksa ér lika.

I denna argumentation &r det inte anvint att man far dra en tangent till kurvan.
Dérfor dr det egentligen inte bevisat att EP &r tangent till kurvan, bara att de
markerade vinklarna &r lika.

Bevis som bygger pa att man far dra tangenter

Vi drar tangenten till parabeln i punkten P. Lat spegelbilden av F' i tangenten vara
C. Da géller FP = CP, vilket dr en del av parabelns konstruktion. Dérfor ligger C'
pa direktrisen. Nu aterstar att bevisa att C'P &r ortogonal med direktrisen.

Eftersom C &ar konstruerad som spegelbilden av F' géller EF = CFE. Da géller
AFPE = ANPEC och diarmed AEFO = AEBC. Ur detta foljer att CP &r orto-
gonal med direktrisen.

]

10.3 Exempel och tillimpningar

Det &r sats [10.2.3] som ligger till grund for tillimpningar av parabeln. Exempel &r
parabolantenner, lampskarmar och raketdysor.

Fenomenet illustreras i figuren nedan.
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Om en lampa placeras i fokalpunkten till en parabelformad (parabol i tre dimensio-
ner) spegel gar alla ljusstralar ut parallellt langs parabelns symmetrilinje.

10.4 Ovningar

1.

2.

Skriv parabeln f—z -5yt % = 0 pa formen 1)

. T . 2 3 45 _
Bestdm symmetrilinje och vertex for parablen % + %2 + 2 —x = 0.

. Vilken koordinat har fokalpunkten och vilken ekvation har direktrisen till pa-

rabeln %2 —y =07

. Vilken koordinat har fokalpunkten och vilken ekvation har direktrisen till pa-

rabeanzy;—y—élx—lQ?

. Bevisa sats [[0.1.4
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11 Hyperbeln

11.1 Definition och algebraiska omskrivningar

Definition 11.1.1. En hyperbel ar 16sningsméngden till en kvadratisk form som
uppfyller villkoret b* > 4ac. A

Tva speciella egenskaper for hyperbeln ér att den bestar av tva delar, samt att
det alltid finns tva linjer som kurvan narmar sig asymptotiskt. Det finns ocksa tva
symmetrilinjer. Bilden nedan visar en (sned) hyperbel.

“&'\ Asymptoter
\ .

Symmetrilinjer
Observera att man sédger en hyperbel eftersom det dr en 16sningsméngd till en viss
ekvation, trots att den bestar av tva delar.

Definition 11.1.2. En hyperbel déir b = 0 #r en rakff] hyperbel. A

Vi kan notera att symmetrilinjerna for en rak hyperbel ér parallella med koordina-
taxlarna.

Sats 11.1.3. En rak hyperbel kan skrivas

i(”f;“)z;(y‘t%)z:l. (1)

Symmetrilinjerna blir x = xy och y = yo och medelpunkten dr (xq,yo).

Som tidigare fall dr beviset av denna sats en enkel kvadratkomplettering av (6.1]).

Om b = 0 maste precis en av a och ¢ vara negativ for att b? > 4ac skall kunna gilla.
Dérav foljer att en av termerna i hogerledet i (11.1)) &r negativ och den andra &r
positiv. I graferna nedan visas ett exempel pa detta.

40BS! Detta #r inte en vedertagen definition i allmfinna matematiska texter, men limpar sig
vél for vara syften.
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11.2 Geometriska egenskaper

Det speciella med hyperbeln, jamfort med parabeln, ar att den asymptotiskt ndrmar
sig tva linjer. Det betyder att man kommer allt ndrmare en viss linje, om man foljer
hyperbeln. Man kommer dock inte till linjen, och speciellt skér inte hyperbeln linjen.

Sats 11.2.1. Riktningskoefficienterna for asymptoterna till en hyperbel pa formen
(11.1) ér +2L.

Den geometriska konstruktionen for hyperbeln paminner om den for ellipsen. Vi
formulerar detta som en sats.

Sats 11.2.2. For en given hyperbel finns det tva punkter sadana att att differensen
av avstandet fran en godtycklig punkt pa hyperbeln till de tva punkterna dr samma
for alla punkter pa hyperbeln.

Definition 11.2.3. De punkter som avses i satsen ovan bendmns fokalpunkter till
hyperbeln. A
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Alq, y")

f Q(q,0)
(s,0)

> T

S

Bewis. Liksom i tidigare fall maste vi begrénsa oss till en rak hyperbel med medel-
punkt i origo. Dess ekvation blir da

-

Vi later den konstanta differensen vara D och fokalpunkterna vara (g, 0) respektive
Q' (—q,0). Vi skall nu bestaimma hur D och ¢ beror pa s och ¢.

Lat punkten A(q,y*) vara en punkt pa hyperbeln. Det betyder att
2
Yyt =t <g> — 1.
s

d(S, QI) - d(Sv Q) = D
d(Av Q/) - d(A> Q) = D.

Vi tecknar ekvationerna

Med insatta koordinater far vi
V(s = (=) +(0-02=/(s—¢?+(0-0? = D
V= (=0)?+ =02 —=(g—q?+(y—0? = D
vilket forenklas till

stq—(¢g—s) = D
29+ () -y = D
Den forsta ekvationen ger att 2s = D. Om vi sétter in detta samt uttrycket for y*
i den andra ekvationen far vi en ekvation som ar bokig, men inte omojlig att 16sa.
Losningen &r
¢ = s>+t

11.3 Exempel och tillimpningar

Planeternas banor runt solen beskrivs som sagt av ellipser. Kroppar som kommer
utifran solsystemet paverkas av solens gravitation pa ett sadant sétt att dess bana
kroks sa att banan bildar en hyperbel.
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11.4 Ovningar

1. Omvandla —% + 4 4+ 2 _ 32 4 1T — 1 )] formen (11.1).

" a1 @2 -D?
2. Bestam fokalpunkter till 5> — ¥7=~ = 1.

3. Bestam skérningspunkterna mellan linjen 0 = —y + 32 + 5 och hyperbeln
w=3)? _ (@+2® _ 4

16 9

W=2° _ @+ _ |

4. Bestdm k sa att linjen y = kx + 3 inte skiir hyperbeln ~; 5

5. Bevisa sats TT.1.3l

12 Kwvadratiska Diofantiska ekvationer

Trippeln (X, Y, Z) dar X, Y, Z € Z kallas en Pythagoresik trippel om
X +Y?—-Z*=0.

Notera héar att vi anvénder versalerna X, Y, Z for att skilja dem fran koordinaterna
(z,y) i R%

Uttrycket for en Pythagoreisk trippel ar ett specialfall av féljande sorts ekvation.

Definition 12.0.1. En kvadratisk Diofantisk ekvation ar en ekvation av typen
aX? +bXY +cY? +dXY +eYZ + fZ2=0

dar alla koefficienter &r heltal och vi soker 16sningar som ocksa &r heltal. A

Sats 12.0.2. Ett uttryck for alla Pythagoreiska tripletter dr

X = 2mn
Y = n?—m?
7 = n?+m?

dirn,m € Z.

Vi ska snart bevisa denna sats, och pa kopet fa en losningsgmetod for kvadratiska
Diofantiska ekvationer, men for resonemanget maste vi gora foljande definition.
Definition 12.0.3. En rationell punkt #r en punkt i R? déir bada koordinaterna ér

rationella tal. A

Foljande sats kopplar Pythagoreiska tripletter till enhetscirkeln. Senare skall vi kopp-
la de kvadratiska Diofantiska ekvationerna till kvadratiska former.

Sats 12.0.4. For varje pythagoreisk trippel (X,Y,Z) dir Z # 0 finns en rationell
punkt pda enhetscirkeln x® + y* = 1 och tvéirt om.

Bewvis. For alla (X,Y,Z) som &r pythagoreiska tripplar giller ju X% + Y? = Z%
Denna ekvation kan delas med Z? eftersom Z # 0. D4 fas

X2 y?

ﬁ‘l‘ﬁ:l.
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Vi ser att punkten (z,y) = (5, %) tillhor enhetscirkeln.

Omvant giller att om (x,y) tillhor enhetscirkeln och &r rationella punkter, kan vi

skriva dem med samma nédmnare enligt x = % och y = % Vi far

N N X2 Y2

ZAN

och ur det X2 4+Y?2 = 72 O

Sats 12.0.5. Om en linje med rationell riktningskoefficient skdr enhetscirkeln i en
rationell punkt, dr dven den andra skdrningspunkten en rationell punkt.

Bevis. Om linjen har ekvationen y = kx + m och detta siitts in i 22 +y? = 1 fas en
andragradsekvation i . Om det finns tva losningar ges dessa av x = xg + v D for
nagon diskriminant D och dér xg dr medelvirdet av l6sningarna.

Om den ena losningen &r rationell maste den andra ocksa vara det for att xg € Q
skall gilla. Da betyder det att v/D € Q, vilket ger att bada losningarna &r rationella
tal. O

En f6ljd av detta &r féljande.

Sats 12.0.6. Varje rationell punkt pa enhetscirkeln utom (0,1) dar en skirningspunkt
mellan cirkeln och linjen y = kx — 1 for nagot rationellt k, och omuvdnt, varje
rationellt k ger en rationell skdrningspunkt.

Bewvis. Vinoterar nu att linjen y = k x—1 skér enhetscirkeln i den rationella punkten
(0, —1). Sats [12.0.5| ger att dven den andra skédrningspunkten &r rationell. O

Nu kan vi bevisa stats [12.0.2]

Bevis. Om uttrycket y = kz — 1 séitts in i 22 +y? = 1 fas (notera att x # 0 for den
sokta skdrningspunkten)

o+ (kx—1)7? = 1
kP -2kx+1 = 1
1+ k2> —2kz = 0
(1+k)2* = 2ka
2k

= 12.1
v 1+ k? (12:1)
Nér detta uttryck sétts in i linjens ekvation fas
2k
= k -1
Y 1+ K
2K - (1+ k)
Yo 1+ k?
K —1
= — = 12.2
Y 1+ K (12.2)
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Eftersom k € Q kan vi skriva k = 2L, Nér detta sétts in i (12.1)) och (12.2) fas

m
Y 2% B 2mn
— 1+<@>2_m2+n2

n

m\ 2
. <g> —1_m2_n2

1+(T>2_m2+n2
n

Téljare och ndmnare i dessa uttryck kan identifieras med X, Y och Z i beviset for
sats [12.0.4] vilket ger

X = 2mn
Y = m?—n?
7 = m?+ni

]

Bevismetoden som anvinds ovan kan dven tillimpas for att skapa uttryck for l6sningar
till alla kvadratiska Diofantiska ekvationer. Om man kan hitta en rationell punkt
(70,%0) pa motsvarande kvadratiska form i R?, kan man enkelt bilda linjen y =
kx + m som gar genom denna.

Satserna [12.0.5{ och [12.0.6| (som dock far modifieras till att passa skdrningspunkten
(x0,70)) giller alla kvadratiska former.

Nér uttrycket for linjen sétts in i den kvadratiska formen fas uttryck for den andra
skdrningspunkten (x4, ;) som alltsa beror av k. Nar k byts mot ™ fas uttryck for
X respektive Y fran tdljarna i utttycken och Z fran ndmnarna (som blir lika i de
bada uttrycken).

13 Hogre dimensioner

Allt som tagits upp i R? har sin motsvarighet i hogre dimensioner. Till exempel &r
en punkt i R? en ordnad triplett (z,y, z) av reella tal.

Den hér texten &r inte ténkt att reda ut rymdgeometrin, men vi kan #nda se pa
nagra exempel som forhoppningsvis kénns naturliga.

Ett plan har ekvationen ax + by + cz + d = 0, och tva plan &r parallella om ajay +
b1by + c1co = 0. Tva icke-parallella plan skir varandra ldngs en linje.

Det gar inte att skriva en ekvation for en linje en linje &r endimensionell och rummet
har tre dimensioneil’

Motsvarigheten till kvadratisk form &r
az® + by + c2* + dvy + exz + fyz + gr + hy + iz + j = 0.

Naturligtvis gar detta uttryck att skriva pa mer begripliga former. En sfdr gar att
skriva pa formen

(I - xc)Q + (y - yc)2 + (Z - 20)2 - T2'

5Generellt giller att antalet ekvationer som krivs ir differensen mellan rummets dimension och
l6sningsméangdens topologiska dimension.
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Motsvarigheten till ellipsen heter ellipsoid. En rak ellipsoid gar att skriva pa formen

r—z.\° y— . 2 z—2z\"
(=) () ()
a b c
Parabelns motsvarighet heter paraboloid och finns i tva fall, elliptiska och hyperbo-

liska. Hyperbelns motsvarighet heter hyperboloid och finns &ven den i tva former.
Wikipedia har flera bra bilder under rubriken Quadratic Surfaaﬂ

I tre dimensioner &r de degenererade kvadratiska formerna déremot intressanta.
Exempelvis ar

22=$2+y2

en kon och

en cylinder.

14 Koniska sektioner

De kvadratiska formerna i tva variabler héinger ihop med varandra genom l6snings-
méngden till ett ekvationssystem som beskriver ett plan och en kon. Figurerna nedan

visar konen
2% 2 2
— = +
<2) 4

som alltsa har z-axeln som sin symmetriaxel. Det &r bara den del av 16sningsméngden
som har z > 0 som visas. Hela losningsméngden ser ut som tva koner som mots med
spetsarna mot varandra.

Till vinster ses den ”fran sidan”, sa att y-axeln gar utat i bilden[] och till héger i
ett perspektiv sa att det syns att det 4r en kon. Om vi specialstuderar den del av
konen som har y = 0 far vi tva linjer 2 = +2x. I planet y = 0 ”lutar alltsa konens
sidor” med riktningskoefficienterna +2.

I de tva bilderna nedan skérs konen av planet
z=—x+6.

I planet y = 0 lutar denna linje mindre &n konens sidor. Snittkurvan blir da en ellips.
Det skulle bli en cirkel om planet inte skulle luta, eller med andra ord ha z-axeln
som normal.

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

"Det kanske inte #r s pedagogiskt. Det hade varit bittre om y-axeln gatt utat, da skulle z-
axeln Oka at hoger som vi &r vana. Nu okar alltsa z-axeln at vinster! Om tid ges éndrar jag det
till kommande upplagor.
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I fallet nedan skérs konen av planet

z=—2x+ 8.

Nu lutar planet lika mycket som konens sidor. Da uppkommer en parabel som snitt-
kurva.
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Da planet lutar mer &n konen uppkommer istéllet en hyperbel. Nedan visas skdrningen
med planet

z = —6x + 16.

Hyperbelns andra del fas for z < 0, vilket inte visas i figuren.
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15 Metrik

En metrik dr ett sétt att méta avstand. Det &dr ett mycket grundldggande begrepp
som har manga tillampningar langt utanfor koordinatgeometrin. Darfor gors foljande
allménna definition.

15.1 Allminna egenskaper

Definition 15.1.1. En metrik pa en méangd A &r en funktion
d: A x A— R som uppfyller foljande krav:

1. d(a,b) > 0 med likhet endast om a = b.
2. d(a,b) =d(b,a)

3. d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)
A

Denna definition &r som sagt mycket allmén, men dessa krav for att en funktion
skall kunna anvindas som metrik upplevs férhoppningsvis som naturliga.

Det forsta kravet siger att avstandet mellan tva punkter maste vara positivt.

Det andra kravet siger att avstandet fran en punkt till en annan maste vara lika
med avstandet mellan samma punkter om man gar at andra hallet.

Det sista kravet sdger att ett avstand mellan tva punkter alltid &r mindre &n eller
lika med omvéagen 6ver en tredje punkt.

Poédngen &r att man kan definiera funktioner som uppfyller dessa krav pa andra
méngder &n punktméngder, exempelvis pa méangder av funktioner. Man kan ocksa
definiera andra metriker dn den Euklidiska pa R2, vilket vi skall se exempel pa.

Definition 15.1.2. Ett metriskt rum (A, d) &r en mingd A dér det finns en metrik
d definierad. A

Exempel 15.1.3. Med metriken d(a,b) = |a — b|, dir symbolen | - | & det vanliga

absolutbeloppet, blir (Z,d) ett metriskt rum. Denna metrik kan &ven anvéndas pa
Q och R. A

Vi repeterar den metrik vi definierade i avsnitt [4.1] uttrycket [4.1]

Definition 15.1.4. Den Euklidiska metriken pa R? definieras som

dp(P,Q) = v/(Ax)? + (Ay)?

dir Az = @, — P, och Ay =Q, — P,. A

Med den Euklidiska metriken blir naturligtvis (R? dg) ett metriskt rum.
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15.2 Taxi-, maximimetriken och andra metriker

Tva enkla metriker ges i féljande definitioner.
Definition 15.2.1. Taximetriken ges av

dr(P,Q) = |Az| + |Ay|
och maximimetriken ges av

dp (P, Q) = max(|Az|, [Ayl).

Dessa tva funktioner uppfyller kraven for att vara metriker.

Vi gor nu en liten omdefiniering av vad som menas med en cirkel.

Definition 15.2.2. En cirkel d&r méngden av alla punkter som ligger pa samma
avstand (cirkelns radie) fran en given punkt (cirkelns medelpunkt). A

I denna definition anvinds begreppet metrik, sa om vi fordndrar metriken kommer
méngden av de punkter som utgor en cirkel att fordndras. Det &r en bra 6vning att
rita en cirkel med de olika metrikerna.

En annan viktig metrik ges i féljande definition.
Definition 15.2.3. p-metriken ges av
dp(P, Q) = {/|Az|r + |Ayl?
dar p > 1. A

Naturligtvis géller dg = ds och dp = d; men man kan ocksa visa att maximimetriken
ar en slags specialfall denna metrik,

dy = pll)nglodp.

De punktméngder som é&r cirklar i p-metriken dér p > 2 bendmns superellipser och
forekommer ofta i arkitektur och design.

Vi avslutar med att ndmna att de riktigt intressanta metrikerna beror av koordina-
terna. Da géller till exempel att avstandet mellan tva punkter beror av vilken vig
man tar mellan punkterna. Att forsta dessa situationer ar grunden for att forsta
den allménna relativitetsteorin. Matematiken som krévs for detta striacker sig dock
utanfor denna textf]

15.3 Ovningar

1. Berékna avstanden dg(A, B), dr(A, B) och dy (A, B) for A = (3,—5) och
B=(-8,-2).

2. Rita tva cirklar med till exempel radie 3 med taxi- och maximimetriken.
3. Forsok bevisa att taximetriken och maximimetriken uppfyller [15.1.1}

4. Visa att d, inte &r en metrik for p < 1.

8En introduktion till detta ges i texten Wild (2019) Allmdinna relativitetsteorin
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16 Facit
Ovningar i .

1. 5730
2. Till exempel (104, 103).
3. Oéndligt manga.

4. Det finns bara en punkt: origo sjalv.

Ovningar i .

1. Punkterna (3,2) och (126, 43) uppfyller linjens ekvation och ligger darfor pa
linjen.

22.0=2r—y—4
3. Nej, eftesom 5- 15+ 3 - (—=5) # 0.

4. Nej, punkten (4,4) &r inte en 16sning till den ekvation som har de tva andra
punkterna som losning (ekvationen for linjen genom punkterna).

5. Ja.

6. Ledning:Att till exempel punkten (xy, ;) ligger pa linjen betyder att ekvatio-
nen y; = kx; + m ar uppfylld.

7. Ledning: Anvénd sats [5.2.3
8. -

o . 140
9. Avstandet ar WAER

Ovningar i
1. Att svara (x + 3)% + (y — 2)? = 4% &r inte att svara pa allméin form. Vi far
istéillet 22 — 62+ 9+ y*> —dy+4— 4> =2> +y* — 62 — 4y — 3 = 0.
2. Uttrycket kvadratkompletteras med avseende pa bade x och . (:L’ + %)2 +
2
(y+2° = (*2)
3. a) Den forsta har radie 4 och den andra har radie v/20.
b) Avstandet ar 2.
4. Punkterna dr (—1,—5) och (33, —+2).

5. Skarningspunkter saknas.

6. Satt in linjens ekvation i cirkeln. Du far en tangent da det bara finns en 16sning
pa ekvationen for skirningspunkterna. Det ger ekvationen 3k? + 6k —5 = 0
som har l6sningarna k = %ﬁ.
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7. Punkterna ér (—4, —2) och (—%, %)

8. Punkterna dr (—2, @) och (7, —3\/1;5%)-

Ovningar i .

1. (?ﬂf)z 4+ (x;2)2 -1

2. Fokalpunkterna &r (1,2) och (1, —6).
3. Punkterna dr (135, 228) och (—4,2).

4. Tips: Borja med att dela bada led med ac.

Ovningar i m

(z—2)°

2. Symmetrilinje &r y = —3 och vertex &r (9, —3).
3. Fokalpunkt &r (0,2) och direktrisens ekvation dr y = —32.

4. Fokalpunkt &r (—1,2) och direktrisens ekvation dr x = —9.

d. -

Ovningar i m

(@-3)° _ (y=2?° _
1 e WAl g

2. Punkterna &r (—7,1) och (3,1).
3. Punkterna dr (—2, —1) och (52, 25).
4. Linjen skar inte hyperbeln for % <k< %.

5. Tips: Borja med att dela bada led med ac.

Ovningar il15.3

1. dr(A, B) = V130, dy (A, B) = 11, dr(A, B) = 14.
2. -

3. Triangelolikheten &r ganska besvérlig, men overtyga dig om att den géller
genom att vélja nagra specialfall.

4. Ledning: Det riacket att hitta ett enda specialfall som inte uppfyller nagon av
kraven pa metrik. Forsok hitta ett sa enkelt exempel som majligt, till exempel
punkter som ligger pa koordinataxlarna.
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