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1 Inledning

Denna lilla text, syftar till att introducera den allménna relativitetsteorin. En veder-
tagen forkortning fér den allménna relativitetsteorin &r GR fran engelskans general
relativity. Av samma anledning kommer jag genomgaende anvédnda SR for den spe-
ciella relativitetsteorin.

Texter om GR kan delas in i tre grupper. De som riktar sig till allmidnheten och
gymnasieskolan, de som riktar sig mot grundutbildningen pa universitetsniva och
de som anvénds i forskarutbildningar. Stegen mellan framforallt de tva forsta &r
enormt stort. For att ha nagon behallning av matematiken i den andra gruppen
maste man ha flera ar bakom sig pa hogskoleniva i matematik och fysik.

Steget mellan grundniva och forskarniva pa universitetet dr ocksa stort. Ofta lig-
ger GR under tillaimpad matematik snarare dn under fysik. Déremot finns det
manga som anvinder GR i sin forskning utan att ha tréngt in i alla matematis-
ka forvecklingar. Manga astronomer och partikelfysiker lever lyckliga liv utan att
veta speciellt val vad en tensor ar.

I sin mest extrema form finns det texter i matematik som tar upp hela GR som ett
litet exempel pa en mer omfattande matematik. Om man haller sig till en mangfald
med fyra dimensioner och utrustar den med en metrik av pseudo-Riemann typ far
man grundplaten i GR. Einstein sjilv 1ar ha sagt att han sjialv knappt ansag sig
forsta GR sedan matematikerna hade beskrivit den.

Malet med denna text ar att fylla ett tomrum mellan den vanliga populidrveten-
skapliga framstéllningen (dit vanliga liromedel f6r gymnasiet hor) och den for uni-
versitetets grundutbildning. Meningen &r att den skall vara betydligt enklare &n
universitetsnivan, men #nda ta upp de viktiga delarna i hur GR byggs upp, dven
matematiskt, och anvénds. Vi skall ocksa se pa ett par tillampningar som brukar
vécka intresse: svarta hal och kosmologi.

Konkret dr planen att avnsnitt [3.1] och [4 ger en forstaelse for vad uttryck
som betyder och hur de anvénds. Uttrycket ar ett exempel pa en sadan
anvandning av . De grundldggande avsnitten gor forhoppningsvis ocksa att
grafer som de pa sidorna [24] och 28 blir begripliga.

I avsnittet om kosmologi har jag reducerat framstéallningen av teorin till ett mi-
nimum, men férsokt behalla sa mycket att det &nda utgér en enhet som gar att
folja. Jag tycker sjalv det &r fantastiskt att se att man kan berdkna vissa konkreta
egenskaper om vad som hénde strax efter Big Bang med endast lite gymnasiemate-
matik. Trots att grova forenklingar gors hoppas jag dnda att det ger en bild av att
partikelfysik och kosmologi &r sammanbundna trots att de tva grenarna av fysiken
behandlar sadant som hénder pa den minsta respektive den storsta skalan.

Den mest tillgédngliga av alla universitetsbocker jag kénner till dr Gravity — An
introduction to Einsteins general relativity av Hartle. Den dr mycket pedagogisk i
sin genre, men kréaver langt mer matematik &n denna text. Avsnittet om kosmologi
ar mycket starkt inspirerat av denna text.

Ett varmt tack riktar jag till alla elever som visat sa mycket intresse fér detta &mne
sa att jag kommit mig for att skriva denna text. Speciellt Sofia, Maja, Cesar och
Filip i Scill, som i denna aspekt motsvarar Big Bang.



2 Upplidgg och historien bakom GR

Ar 1905 publicerade Albert Einstein den speciella relativitetsteorin. Den var ténkt
som en teori for rorelse och elektromagnetism och som visade sig stdmma béttre
med verkligheten &n den teori som Newton lade fram pa 1600-talet. Pa 1920-talet
visade sig ocksa SR vara forenlig med kvantmekaniken och senare med de &nnu mer
avancerade teorierna for partikelfysik som vixte fram under 1900-talets mitt och
slut.

Det SR inte behandlar &r gravitation och de fall dér observatoren accelererar. Nam-
net SR syftar alltsa pa detta specialfall.

Einstein gjorde en rad tankeexperiment for att forsoka utvidga sin teori till att dven
gélla dessa fall, att bli allmén. Dessa tankeexperiment gar det att ldsa om i vanliga
texter om GR som riktar sig till allmédnheten. Mdjligen utvidgar jag texten med
dessa senare.

En viktig slutsats som Einstein kom fram till var hur som helst att det inte gar att
skilja acceleration fran gravitation. Antag att du befinner dig i ett rum utan fonster
i en raket. Du undrar om raketen har landat pa en planet och gor ett experiment,
vilket som helstll] dir du vill pavisa att det finns ett gravitationsfilt.

Poédngen &r att inget sadant experiment skulle kunna skilja pa fallen dar raketen har
landat pa en planet, eller om raketen accelererar likformigt. I det senare fallet skulle
du ocksa uppleva att du ”dras mot golvet” trots att det i sjélva verket &ar golvet som
accelererar mot dig.

En annan viktig situation att ta upp ar den dér fotoner ror sig i gravitationsfilt.
Kvantmekaniken ger ett samband mellan fotoners energi och frekvens. Om det &r
sa att fotoner paverkas av gravitationsfdlt som vanliga kroppar maste de forlora
energi da de ror sig uppat] Eftersom fotoner trots detta skall ha samma fart blir
det frekvensen som &ndras.

Att fotonen skall hinna lika langt pa samma tid och fa en annan frekvens fick Einstein
att dra slutsatsen att bade rummet och tiden paverkas av gravitationen. Mer korrekt,
eftersom gravitation sa att sdga dnnu inte fanns i hans teori, paverkas rum och tid
av existensen av (och avstandet till) massa (tédnk stor massa, som en planet).

Dessa tankeexperiment och manga fler déartill fick Einstein att formulera foljande
teori.

Rumtidens ”form” paverkas av férdelningen av massa och energi i den. En ob-
servator ror sig likformigt ”lédngs riata linjer” i denna krokta rumtid.

Det vi maste reda ut nu ar féljande punkter.

e Vad menas med "form” i detta sammanhang? Det blir en del teori for krokta
ytor innan vi tar steget till en krokt rumtid.

e Vad menas med att rora sig ”"ldngs en rat linje” i en krokt geometri?

!M#nniskans balanssinne skulle forstés direkt ge oss denna information, men ur ett teoretiskt
perspektiv dr det viktigt att detta skall gélla alla fysikens lagar.
2Vi later uppdt definieras av riktningen mot gravitationsfiltet.



e Hur rdknar man ut olika saker, till exempel hur langt det &r mellan olika
punkter i rumtiden, ndr man kénner till rumtidens form?

e Hur gar krokningen till?

Vi kan ta den sista fragan direkt. GR ar nagra differentialekvationer vars 16sning &r
rumtidens ”form”. Man kan sdga att du beréttar for differentialekvationerna hur all
massa och all energi ar fordelat i ditt universumﬂ varefter de berdttar for dig hur
universum &ar format. Nar du vet det kan du ridkna ut hur saker och ting far och
flyger i ditt universum, hur langt det ar att aka mellan olika punkter och hur ditt
universum forandras.

Varfor differentialekvationerna ser ut som de goér och hur man loser dem &r inte
inom ramen for denna text. For det kriavs betydligt mer matematik!

For att besvara de tre inledande fragorna skall vi uppehalla oss kring det lite mer
latthanterliga exemplet med en krokt tvadimensionell yta som vi kan tdnka oss finns
som ett objekt i var tredimensionella virld. Sedan beger vi oss in i rumtiden!

3 Langden av en kurva

For att berdkna intressanta saker i rumtiden maste vi lara oss hur man berédknar
lingder av kurvor. Som bekant!] &r en metrik ett sitt att mita avstand. I hela detta
avsnitt haller vi oss till R? och anvinder den euklidiska metriken, dir avstandet
mellan punkterna P och @) definieras till

A(P.Q) = /(P — Q) + (P, — Q).

Notationen &r densamma som i texten Koordinatgeometri.

3.1 En kurva som &r grafen till en funktion

Antag nu att vi har en kurva som gar att beskriva som grafen till en funktion.
Kurvan ar alltsa 16sningsméngden till en ekvation av typen y = f(x). Lat v vara
kurvan mellan tva punkter A och B.

Y yey=f(z)
A
ds

M

3Med ”ditt universum” menas olika specialfall dér du till exempel sitter upp en modell med
ett universum som bara bestar av en enda punktformig massa. Det blir en bra modell for ett
planetsystem dér den enda punktformiga massan &r en stjirna och du &r intresserad av planeternas
rorelser. Planeterna dr sa sma jimfort med stjarnan att de inte paverkar universums form namnvért.

4Begrepp fran texten Koordinatgeometri som #r kurslitteratur i Axiomatiska System anvinds
utan ndrmare motivering i denna text.
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Ovning:

Ovning:

Léngden L av ~ kan beréknas med en integral enligt

L:/ds:/\/d:v2~l—dy2
v Y

Om vi bryter ut dz? far vi

dy 2
L= 1+ =2 ) dx
. dx
d

Vi identifierar % med f’(z) och far slutligen

d:
L= /AB 1+ (@)

[ sammanhang som dessa dr det vanligt att de konkreta integrationsgranserna skrivs
ut forst i slutet. Vill man inte ge kurvan ett namn kan man skriva

B
L:/ ds.
A

Detta kanske ser enkelt ut, men det dr inte alltid sa latt att hitta den primitiva
funktionen till integranden.

3.2 En kurva pa parameterform

Nista steg i teoribygget dr att vi maste kunna rikna ut langden av en kurva pa
parameterform.

I R? beskriver vi en kurva med en vektor r(t), och en vektor skriver vi som en
kolumnmatris. Kénner du inte till vad en matris ar, sa menas hir endast att vektorns
komponenter skrivs som tva rader. Ténk gérna pa kurvan som om den beskriver en
rorelse dar ¢ &r tiden.

r(t) = z(t) = Nagon funktion av ¢
~ |y(t) = Nagon funktion av ¢
Notera att r : R — R2.
Exempel 3.2.1. En cirkel ges av kurvan

=[5

dar 0 <t < 2m. A

Tangentvektorn till en kurva i en punkt (ett visst vérde pa t) ges av

/ t)
-
W= 1lyw
Om kurvan beskriver en rorelse for en kropp och ¢ &ar tiden, far vi kroppens hastighet
enligt r'(t) = v(t).

For att anknyta till notationen i appendix [A] om tensorer, sa skulle vi med den
sedvanliga notationen dér skriva en kurva pa formen r%(t) dér det (opreciserade!)
indexet a alltsa skulle sta for att vi har tva uttryck: r*(t) och r¥(t).
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3.3 Langden av en kurva pa parameterform

Vi vill rékna ut langden L av en kurva 7 pa parameterform mellan tva punkter A
och B pa kurvan. Vi later t 4 och tg vara de virden pa t som representerar punkterna
A och B. Resonemanget blir mycket likt det i[3.I} men vi maste hantera att bade
x-koordinaten och y-koordinaten beror pa t langs kurvan.

Da vi forflyttar oss en liten bit dt ldngs kurvan dndras bade dx och dy enligt

de = 2/(t)dt
dy = o (t)dt.

Vi far
L= / ds — / N
- / V@O + (P
- [ Ve

Ovning:
Detta uttryck dr aterigen pa sétt och vis en enkel foljd av metriken, men generellt — ovning:[
ar det naturligtvis svart att hitta primitiv funktion till integranden. Ovning: [

Ofta &r det mycket givande att applicera en avancerad teori pa enkla exempel.

3.4 Owvningar

1. Berdkna liangden av kurvan f(x) = /z mellan punkterna A(0, f(0)) och
B(3, f(3))-

2. Berikna tangentvektorn av en kurva pa parameterform som beskriver en cirkel
med radie r i nagra punkter. Rita kurvan och tangentvektorerna. Hur beror
tangentvektorns langd pa radien?

3. Verifiera att omkretsen av en cirkel ar 27r genom att berdkna lingden av en
kurva som beskriver en cirkel med radie r pa parameterform.

4. Vilj tva punkter. Bilda linjen mellan dem pa parameterform. Berdkna ldngden
av denna kurva mellan dina punkter. Verifiera att det blir precis det Euklidiska
avstandet mellan punkterna.



5-0.8" cos(t)

5. (.8t sin t)] mellan punkterna som ges

5. Berékna lingden av kurvan r(t) = {

avt=0ocht=4nr
Facit
1. Integralen berdknas med fordel numeriskt. Lingden ar ~ 3.611451844442687.
| —sin(t)
t(t)=r [ cos(t)} :

Langden av denna &r r. Jamfor detta med en rotation med konstant vinkel-
hastighet. Déar beror farten pa 7.

2. Tangentvektorn ges av

3. -
4. -

5. Kurvan blir en spiral vars langd ar ca 21.56781284541692 le.

10



4 Konstruktion av metrik pa R?

4.1 Metriken ur héjden 6ver R?

Sahér langt har vi bara anvént den euklidiska metriken. Om en yta &r krokt géller
inte den. Vi skall nu se hur en metrik for en krokt yta kan konstrueras och se hur
man berdknar langden av kurvor i sadana fall.

Antag att vi har en yta som ges av losningsméngden till en ekvation av typen
z = f(z,y). Vi tinker oss alltsd att ytan finns i R® och ténker oss z-koordinaten
som ”hojden” dver R2,

Vi skall nu konstruera en metrik i R? s& att lingden av kurvan i R? &r densamma
som lingden av kurvan i R3. I R? anvinder vi den euklidiska metriken, sa lingden
av ett litet element av kurvan ges (i R3) av

ds® = da® + dy* + dz* (4.1)

Vi vill uttrycka detta ldngdelement endast med x- och y-koordinater.

Nu maste vi séga nagra ord om hur man deriverar en funktion av flera variabler,
som funktionen f(z,y) dr. Lat den beskriva héjden 6ver R? och tink dig att du &r
ute och ror dig pa denna yta. Derivatan av en funktion av bara en variabel beskriver
som bekant hur den funktionen &ndras under en liten forflyttning dz i x-led enligt

dy = f'(x)dz.

Om du nu befinner dig pa din yta och forflyttar dig ett litet steg dz i x-led dndras
héjden 6ver R?, men y-koordinaten #éndras inte (eftersom forflyttningen bara ir i
x-led). For ett fixt virde pa y har du en funktion av bara en variabel. For varje
virde pa y har du i sjdlva verket en funktion av x. Varje sadan funktion gar att
derivera med avseende pa x-koordinaten.

Pa samma séitt har du en funktion av y for varje véirde pa x om du istéllet forflyttar
dig ett litet steg dy i y-led, och dessa gar att derivera med avseende pa y-koordinaten.

I en och samma punkt far vi generellt olika viarden pa derivatan i x-led respektive
y-led. Figuren nedan visar ett exempel dér det ar tdnkt att derivatan skall vara noll
i x-led, och mindre &n noll i y-led.

ZZf(*Tvy) 1 of __
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Ovning:
Ovning:

Ovning:

Vi maste ha en notation som visar vilken variabel vi deriverar med avseende pa.
Derivator langs olika axlar skrivs

of

o

of

a_y.
Symbolen 0 visar att det ar fragan om en derivata med avseende pa en av flera
variabler. Detta bendmns partiell derivata.

Vill vi skriva ett uttryck for hur f(z,y) dndras da vi &ndrar bade = och y far vi
summera fordndringarna. Vi far

of 4 Oy

dz T Ox dy

Vi anvénder detta uttryck for att skriva som funktion av bara x och y. Vi far

2 9 2 S of ,
ds® = dx"+dy +(8 dx+ay ) (4.2)
of of of ory”
_ g2 2 2,9 2 4.
dz” + dy +(8x) dz” + e 8ddy+(8y) dy (4.3)

_ (1 + (%)j dz? 2a—fa—fd dy + <1+ <g—£)2) dy? (4.4)

Detta ir alltsa den metrik som beskriver hur langt ett litet ds i R? ér. Podngen &r
att detta alltsd beror pa var man #r i R?, metriken ar koordinatberoende.

Uttrycket (4.4) ser kanske inte sa roligt ut att rdkna med. Det dr riktigt att prak-
tiska exempel ofta sviller ut till mycket omfattande berdkningar. Tack och lov finns
symbolhanterande program som Maxima.

Icke desto mindre maste vi ldra kdnna uttryck som for att kunna hantera
motsvarande uttryck i rumtiden. En sak som kranglar till ar att det finns
en blandad term som innehaller bade dx och dy. Sadana blandningar &r dock inte
vanliga i de enklaste tillimpningarna i GR.

Exempel 4.1.1. For att tydliggora allt detta maste vi vélja ett exempel.

Till denna text finns en Maxima-notebook dar detta exempel genereras.

Lat ) )
Z = x’ = —— = —
f(z,y) 2+ +1 N
For att slippa skriva sa mycket infér vi N = 22 +y? 4 1, men maste da komma ihag
att IV beror av bade = och y.

Ytan blir en kulle med hogsta punkt i origo (i R?) och &r rotationssymmetrisk.
Figuren nedan visar ytan.

12



1.0/(y*2+x"2+1.0)

P3O P G-l 00D —

']
| DPD0000D00
1

De partiella derivatorna blir

af 2x
of 2y
Anvénder vi dessa i (4.4) far vi
2 2 2 2z 2y ?
ds® =dz” + dy” + —de - mdy . (4.7)
Utvecklar vi kvadraten far vi
42 8 4y
ds® — <1 + %) dz? + %dxdy + (1 + %) dy?. (4.8)
A

Vi skall strax se hur denna typ av uttryck anvinds, men lat oss forst generalisera
lite.

Nu har vi tagit oss igenom ett fall diir metriken pa R? konstrueras utifran en yta i
R3. Méjligen kan man gora tvirt om, konstruera en yta fran ett uttryck. En generell
metrik ges hur som helst av ett uttryck pa formen

ds* = a(z,y) dv* +2 - b*(z,y) dv dy + c(z,y) dy*. (4.9)

Faktorn 2 i termen som innehaller bade dx och dy far sin forklaring nedan.
Notera skrivsédttet att
b (2, y) = b(x,y) - b(z, y).

Det finns krav pa metriker, till exempel skall alla avstand vara positiva och avstandet
mellan tva olika punkter far inte vara noll, sa funktionerna a(z, y), b(z,y) och ¢(z, y)
far inte véljas hur som helst.

13
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4.2 Metriken som en matris och en tensor

Detta avsnitt knyter thop denna del av texten till den linjdra algebran och till begrep-
pet tensor som preciseras i appendiz [Al Hoppa dver detta om du inte har list det
eller inte tror dig kommer att gora det.

Ett uttryck pa formen
ds* = a(z,y) de® +2 - b*(x,y) de dy + c(x,y) dy?

definierar alltsa en metrik.

Om vi anvénder vanlig linjar algebra och later ds = { dﬂ , kan uttrycket ovan skrivas
som
ds* = ds” g ds

dér g ar matrisen

b(z,y) c(z,y)
Notera att faktorn 2 i koefficienten framfor dx dy finns for att den ”sprids ut” pa
tva matriselement.

o(z.y) = [a(x,y) b(x,y)} _

Om vi ddremot definierat metriken fran en skaldarprodukt som ges av tensorn av
ordning (0,2) géller

b(x,y) ’ [da
ds® = g(ds,ds) = [dx d a(z,y) bz, ]
gl )= v) {b(w,y) c(z,y)], |dy
enligt den notation som introduceras i avsnitt

Pa komponentform géller
(ds)? = gap ds® ds®

enligt notationen som introduceras i avsnitt [A.5]

4.3 Langden da metriken &r koordinatberoende

Nu skall vi anvanda metriken for att berdkna ldngden av en kurva.

Precis som i avsnitt maste vi ha en parametrisering av kurvan, och den stoppar
vi in in metriken. Vi vandrar ldngs kurvan som en funktion a ¢ enligt funktionerna
x(t) och y(t). Vi maste ocksa anvinda

dr = 2'(t)dt
dy = y'(t)dt

precis som i avsnitt [3.3] Vi anvéinder den generella metriken ([4.9) och sitter in allt
detta uttrycket for langden av en kurva.

Lat ~ vara en kurva mellan A och B. Léngden L av -« blir

= / Vale(t),y(t)) da? +2- 0 (x(t), y(t)) da dy + c(a(t), y(t)) dy?

= / Va(a(t),y(t) (' ()dt)? + 2 02(x(t), y (1)) (' ()dt) (y' (H)dt) + c(z(t), y(2)) (v (t)dt)?

= /t ’ Vale(t),y(t) 2/ ()2 +2 - 02(x(t), y(t)) /() y (1) + c(a(), y (1) y' (t)dt.

14



Exempel 4.3.1. Vi fortsétter dar exempel slutade.

Lat oss som kurva v vilja den linje som gar mellan A(—2,0.5) och B(2,0.5). Pa
parameterform ges den av

x(t) =t
y(t) = 0.5
med t4 = —2 och t5 = 2. Funktionerna har derivatorna

Zt) = 1 = de=1-dt
y'(t) = 0 = dy=0-dt.

Med detta insatt i[4.8] far vi

d 1+ L dt
S = .
(1+t*40.5%)*

Langden av v blir da

2 4t2
L= [ds = 1+ dt.
/,Y ° /2 (1+t*40.5%)*

Att skriva upp den primitiva funktionen till integranden &r inte inom ramen for
denna text, vi far néja oss med att det numeriska véirdet ar ungefar 4.20582437576.

Eftersom vi sa att sdga har gatt upp for en kulle och kommit ned igen blir avstandet
lingre dn 4 som é&r det euklidiska avstandet mellan A och B.

I Maxima-filen kan du skapa fler exempel och jamfora med ”verkligheten” (som om
du skulle ga omkring pa ett berg som &r format som ytan z = f(x,y)). A

4.4 Geodeter

En geodet ar en kurva som ”gar rakt fram”. Om man foljer en geodet upplever man
inte att man svinger. Pa jordklotet &r ekvatorn en geodet, men inte polcirklarna.
Denna effekt uppstar pa grund av att jordytan &r krokt. En 16s definition av att en
yta ar krokt skulle kunna vara just att alla geodeter inte &r réta linjer.

Pa ett klot ar alla skdrningskurvor mellan plan som gar genom origo och sfiren
geodeter. Dessa kurvor kallas storcirklar. Alla geodeter pa en sfar ar storcirklar.

Ett intressant fenomen ar tva personer som foljer tva geodeter pa en sfir, till exempel
kan de starta pa nordpolen och ga mot sydpolen ldngs olika "réita linjer”. Deras vag
kommer da att korsas vid sydpolen trots att ingen av dem skulle uppleva att de
svanger.

En annan effekt &r att vinkelsumman i en triangel inte blir tva réita i krokta geo-
metrier. Bilden nedan visar tva trianglar pa en sadelyta och en sfiar. Trianglarnas
sidor &r geodeter.
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Man kan definiera en geodet som en kurva vars tangentvektor inte avviker fran kur-
van om den forflyttas lings kurvan. Detta gors mer precist i avsnitt [A. 10} Uttrycket
ar en differentialekvation vars 16sning ar en geodet givet en utgangspunkt
och en utgangsriktning.

Den metrik vi konstruerade i exempel dr uppenbart krokt. Nedan visas ytan
som hojdkurvor for omradet —3 < z < 3, —3 < y < 3 samt nagra geodeter som
utgar fran punkten (2, —2). Om du skulle tillverka en modell av denna yta och pa
nagot vis fa myror att ga "rakt fram” ldngs ytan fran (2, —2) at de hall som visas
skulle deras vigar beskrivas av figuren nedan.

Dessa kurvor dr alltsa losningar till for startpunkten (2, —2) och nagra olika
riktningar.

4.5 Ovningar
1. Lat f(z,y) = 22 — 2%y + 3y. Bilda % och %
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2. Lat f(z,y) = 2x — 2%y + 3y. Vilj nagra viirden pa y = a for nagra viirden pa a
och rita kurvorna y = f(z,a) for dessa virden pa a. Verifiera ocksa att dessa

kurvor har tangenter som ges av % da y = a. Vilj sedan nagra x = b och gor
samma, sak.

3. Verifiera att uttrycken (4.5) och (4.6) stammer. (Genomfor alltsa derivering-

arna sjalv!)

4. Lat ds = i—% vara en metrik pa R,z > 0. Beréikna avstandet mellan x = 1 och

x = 4 i denna metrik. Beskriv vad metriken betyder. (Vilj gdrna andra par av
punkter sa blir det kanske lidttare att berskriva metrikens innebord.)

Facit

1. %zQ—Zmyoch%:—xz—i—&
2. -
3. -

4. Punkter som ligger ndra x = 0 ligger langt ifran varandra, medan punkter for
stora x ligger néra varandra.

4 dx 114 1 3
L= — [ |2 =2 41="1
/ds /1x2 [ JUL 4+ 4
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5 En platt rumtid — SR

I den speciella relativitetsteorin, SR, ges olika observatorer var sitt koordinatsystem.
Skillnaden mellan dessa ar att de ror sig relativt varandra, vilket resulterar i att de
upplever tid och avstand olika.

Ett centralt begrepp &r begreppet hdndelse. Om nagot hénder ar det vid en viss tid
och pa en viss plats. En héndelse &r alltsa en punkt i rumtiden.

Om observatoren med koordinatsystem (¢',z') ror sig med hastigheten v relativt
7o0ss” med koordinatsystem (¢, x) far vi

At— A (5.1)

_
S
02

Vi upplever att alla processer gar langsammare for den som ror sig relativt oss. Nar
det gatt en tid At’ i det system som ror sig, har det alltsa gatt en langre tid At
for oss. Detta betyder att avstandet i tiden mellan tva héndelser inte &r lika for tva
observatorer.

Ett annat resultat dr att om vi tittar pa ett system som ror sig och méter en langd
till Al sa ar den inte lika stor som motsvarande langd Al’ i systemet som ror sig

enligt
v

Avstandet i rummet mellan tva hiandelser dr alltsa inte heller lika for olika obser-
vatorer.

Andra resultat &r att tva observatorer inte upplever energi och rorelseméngd li-
ka, inte effekt och kraft lika och inte elektriskt respektive magnetiskt filt lika. Vi
fordjupar oss dock inte i dessa begrepp i denna text.

Det som daremot dr lika for alla observatorer ar avstandet i rumtiden mellan
héndelser. Den metrik som géller pa rumtiden (langt frang stora massor) &r

ds* = —c*dt* + da® + dy® + dz?,

men for vara exempel riacker det att studera en rumsdimension. Den metrik vi skall
anvand &ar

ds® = —c*dt* + da*. (5.3)

Detta ar i strikt matematisk mening inte en metrik eftersom det finns skilda punkter
med avstand noll mellan varandra. Metriker som dessa bendmns ibland semimetri-
ker, men i SR slarvar man och anvénder ordet metrik dven for detta uttryck.

Vektorbegreppet fungerar i denna metrik precis som i den euklidiska. Man adderar
tva vektorer och multiplicerar med tal pa oforandrat séitt. Daremot innebéir denna
metrik att begreppet skaldrprodukt definieras nagot annorlunda.

Om A och B ar tva vektorer i rumtiden ges skalarprodukten mellan dem av
(A,B) = —*A,B, + A,B,.
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Ovning:

Det intressanta ar att studera vad (A, A) &r, eftersom detta uttryck kan bade bli
negativt och noll fér andra vektorer &n nollvektorn. En vektor V' bendmns tidslik
om (V,V) <0, rumslik om (V, V) > 0 och nollvektor om (V, V) = 0.

Dessa namn anvénds dven om kurvor. En kurva vars tangentvektor alltid &r tidslik
bendmns ocksa tidslik. Att tangentvektorn ér tidslik betyder ocksa att ds? < 0 lings
kurvan. Man pratar pa samma sitt om nollkurvor och rumslika kurvor.

ct Tidslik kurva
A Tangent alltid tidslik

/s Nollkurva
Tidslik
vektor

= Nollvektor
SEY

Rumslik vektor

-

Y
8]

Att berékna langden av en kurva enligt

/ds:/\/@

kan tyckas bli lite knepigt eftersom uttrycket under rottecknet kan bli negativt.
Losningen dr mer fysikalisk &n matematisk. I SR, och GR, giller namligen att ljus
ror sig langs nollkurvor och massiva partiklar langs tidslika kurvor. En fysikaliskt
acceptabel kurva dr antingen det ena eller det andra och kan alltsa inte 6verga fran
att vara tidslik till att bli rumslik eller tvért om.

For rumslika kurvor uppstar inte detta problem, da &r det fragan om vanliga avstand
som varken dr komplexa tal eller ens negativa reella tal.

Om du stott pa Lorentztransformation ur ett matematiskt perspektiv kan ndmnas
att den transformation bevarar normen av en vektor, och didrmed normens tecken.
En Lorentztransformation kan alltsa inte &ndra pa huruvida en vektor &r rumslik,
tidslik eller noll.

Ett intressant specialfall ar att ténka pa en observator som sjéilv hela tiden befinner
sig vid en fix rumskoordinat. Den observatoren fardas langs den tidslika kurva som
bara har en tidskomponent. Néar tiden gar férdndras bara tidskomponenten for ob-
servatoren. Observatoren sjalv méter upp att tiden gar, vilket leder till att definiera
att egentiden for en observatér som fardas langs en tidslik kurva i rumtiden &ar

cT = /\/—d82,

eller kortare c2dr? = —ds>.

Faktorn ¢ finns med for att dr &r en storhet i tiden, medan ds ar en storhet i rummet.
I manga bocker siatter man ¢ = 1 for att fa vackrare uttryck, men da maste lasaren
sjalv forsta att nér likhet tycks rada mellan storheter av olika slag &r det inte fragan
om lika slags storheter.
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Vi skall nu hérleda (5.1)) pa ett sidtt som liknar sittet vi rdknade ut lingden av en
kurva i[3.3] Lat en observator folja en kurva som parametriseras enligt

z(t)=vt = dr=wvdt.

Nér observatoren har rort sig langs denna kurva mellan koordinattiderna ¢, och t,
har observatoren métt upp sin egentid till

or= [ V=ds? = [ V2 —v2dt? (5.4)
/ /

(G

= <1 - Z—z) At. (5.6)

Detta #dr samma uttryck som [5.I) men med lite annan notation. Det &r ocksa en
lite annan utgangspunkt. Néar man borjar studera SR tdnker man pa ”sitt eget”
koordinatsystem (ofta z-t-systemet), och ”det koordinatsystem som ror sig” (ofta
x'-t'-systemet).

I GR har man ett koordinatsystem som é&r helt oberoende av alla observatoérer. Du
kan ténka pa det som om nagon infor ett koordinatsystem utifran. Olika observatorer
far omkring i systemet och vardera har de med sig en klocka som tickar fram dess
egentid.

Beridkningen ovan visar en viktig teknik som vi skall anvinda nagra ganger.
En observator ror sig i rumtiden déar det finns en metrik. Observatoren sjélv
upplever bara en rorelse i tiden och ldngden av kurvan upplevs bara som tid.
”Vi andra” kan se det hela "utifran” och beriknar langden av samma kurva med
koordinatsystemet. Langderna &ar naturligtvis lika eftersom det ar samma kurva.
Pa sa vis relateras observatorens upplevda tid till rorelsen i koordinatsystemet.

5.1 Ovningar

1. Antag att en héndelse ges av att du gar upp ur din séng pa morgonen och att
en annan héndelse dr att du kommer fram till skolan strax innan dagens forsta
lektion. Ar vektorn (i rumtiden) som ges av dessa hindelser tidslik, rumslik
eller noll?

Facit

1. Den maste vara tidslik. Du fardas langsammare &n ljuset!
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6 Schwarzschildmetriken

6.1 Bakgrund

Som némndes i inledningen &r GR en uppséttning differentialekvationer pa tensor-

form enligt

8rG
Gab - TTab .

Hogerledet ar ett tensorfilt som beskriver hur energi och massa &r fordelat och ror
sig i rumtiden. Véansterledet innehaller tensorn (G, som i sin tur innehaller derivator
av metriken. Differentialekvationernas 16sning &r metriken.

Eftersom dimensionen pa rumtiden &r fyra fas 16 obekanta funktioner och 16 st
kopplade differentialekvationer. Av symmetriskél reduceras problemet nagot, men
det &r fortfarande mycket komplicerat.

6.2 All massa i centrum

Einstein sjilv trodde inte att det skulle vara mojligt att 1osa sina differentialekva-
tioner, men hoppades pa att man skulle kunna utféra numeriska approximationer.
Lyckligtvis kan man gora vissa forenklingar. Till exempel kan man anta att univer-
sum bara bestar av en enda kropp som har all massa i en enda punkt som vi tar som
origo. Det kan tyckas som en for stor férenkling av verkligheten, men det stdmmer
vil for situationer déir man tar centralkroppen som en stjdrna eller en planet. Ar
1916 presenterade Schwarzschild’| en 16sning i detta enklaste fall.

Losningen ar fortfarande for komplicerad for att falla inom ramen fér denna text,
men den gar ut pa att man forst anvander polédra koordinater for rumsdelen i rum-
tiden (¢,7,0,¢). Eftersom rumsdelen av rumtiden &r rotationssymmetrisk runt den
centrala massan kan metriken bara bero pa tiden och pa radien. Metriken kan inte
heller bero pa tiden. Man kan da ansétta en metrik pa formen

ds* = a(r)dt* + b(r)dr* + r* (d6* + sin® § d¢*)

dér det endast aterstar att finna de obekanta funktionerna a(r) och b(r).

Detta uttryck sétter vi in i som sétts in 1 (A.10) och (A.11]) som sétts in i
(A.9) som sétts in i vinsterledet i . Hogerledet av ar identiskt noll for
r > 0 for den punktformiga massan. Kvar blir en differentialekvation som gar att
16sa. Losningen till denna &r metriken

-1
as? = — (1= 2) 2+ (1= 22) " ar 402 (d6® + sin? 0 do?) (6.1)
r r
dar rg = 222]\4 benamns Schwarzschildradien.

Sétter man in data i detta uttryck far man rgo = 2.95-10* m och rgs = 8.87-107% m.
Som synes dr dessa radier vél innanfor respektive himlakropps yta, sa vi behover inte
bekymra oss for divisioner med noll. Innanfér ytan géller inte den enkla modellen
att all massa ar samlad i centrum.

Det finns kroppas som &r mindre &n sin Schwarzschildradie, de bendmns svarta hal.
Det blir mer om dessa i avsnitt [7.3l

51873 — 1916, dod i forsta virldskriget vid den ryska fronten
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Ovning:
Ovning:

Tillvagagangssattet for att fa Schwarzschildmetriken &r viktigt. Vi skall uppre-
pa samma resonemang da vi studerar kosmologi. | beskrivs att man 16ser
faltekvationerna och far en metrik. Det &r dock svart /omojligt i ett allmént
fall. Av symmetriskidl kan man ibland foérsta att metriken inte kan se ut hur
som helst. Ett uttryck for metriken som uppfyller vissa krav sétts istéllet in i
faltekvationerna. Dessa l0ses sedan sa att man far ut de obekanta delarna av
metriken.

6.3 Nagra enkla kurvor

Konstant r

Den enklaste mojliga kurvan i rumtiden att studera i denna metrik dr den som
beskriver nagot som har samma rumskoordinat vid alla tidpunkter. Du foljer en
sadan kurva om du star still pa jordytan.

Antag att tva observatorer A och B befinner sig vid olika rumskoordinater r,4 re-
spektive rg. De har bada var sin klocka som visar deras egentider 74 respektive 7.
Figuren nedan visar deras kurvor i rumtiden mellan koordinattiderna ¢; och ¢,.

t
A

t2 ° .

TA B

\j
~

A B

Att de har samma rumskoordinat innebéar att dr = d¢ = df = 0.

De upplever lingden av dessa kurvor som tid och precis som i resonemanget som

foregick far vi
t2
cAT = /\/ —ds? = / cy/1— S (6.2)
t1 r

Ar = (1= 2t —t) = /1 A (6.3)
T T

Vi ser att fordndringen av egentid dr mindre &n fordndringen av koordinattid. For
de tva observatorerna, som ju har samma fordndring i koordinattid, géller

s
1—--=
ATA _ A (64)
ATB 1 T’S' ’
B

Om 74 < rpg, som i figuren ovan, far vi alltsa att A7y < Arg. Da observator A
upplever att det gatt en tidsenhet, upplever observator B att det gatt lingre tid.
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Teoretiskt skulle det alltsa till exempel vara bra att forvara saker man vill bevara i
sin kéllare. De aldras inte lika fort dar. Omvént skulle det vara bra att forvara saker
man vill ligga och mogna pa sin vindsvaning. Dér gar tiden fortare.

De praktiska effekterna av detta &r mycket sma pa jordytan. Jordens radie dr mycket
storre dn rg for jordklotet sa skillnaderna blir inte sa stora. Men det &r méatbart och
har betydelse for kommunikationssatelliter som bade maste vara mycket exakta i sin
tidsmétning och befinner sig mycket langre ut i jordens gravitationsfalt.

Det ar intressant att undersoka hur detta fenomen upplevs pa langt avstand. Lat
rg — oo. Da fas
AT A 1 s

AT T A

Om vi ténker oss nagon sénder ut ljus med vaglangden A4 fran r4 kommer ljuset fa
en annan vagliangd A\, borta i odndligheten. Overallt skall Af = ¢ gélla, sa vi far

Afa = Aofx
2TAx 2T
T, T
1
Ap——r = Ax
1718
rA

Vi (som befinner oss langt fran r4) upplever att ljuset har ”dragits ut” eftersom
vaglangden Okat. Detta fenomen bendmns gravitationell rédforskjutning och &r ett
annat fenomen &n kosmologisk rodforskjutning och rodférskjutning pa grund av
dopplereffekten.

Observera att kurvorna som de tva observatorerna foljer i rumtiden inte &r l6sningar
till , de ar inte geodeter. Om inga krafter verkar pa en kropp accelererar den
in mot centralkroppen. For att det inte skall ske maste en kraft verka pa kroppen.
For en lamplig kraft skulle dessa kurvor alltsa kunna vara losningar till .

Konstant ¢

En annan enkel kurva att studera &r lingden mellan tva koordinatavstand r4 och
rg. Detta ar ett rumsavstand L som ges av

B
L - /ds:/ _dr
o [y Ts
,
/ r / r "
T51n< 1——S+1> rgln( 1——5—1) .
_ ! _ ! tryf1-2 (6.6)

2 2 T

(6.5)

TA

Den primitiva funktionen ser hemsk ut. Man kan dock se att L # rg —1r4 vilket man
kan forsta redan ur integranden. Eftersom varje ds ar lite langre &n motsvarande dr
gar det at "fler” dr for varje ds. Alltsa géller L > rg —rg

Vi skall se att detta far betydelse da vi studerar fall in mot svarta hal.

Nollkurvor
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Ovning@

Nollkurvor, som ljus foljer, &r inte sa komplicerade att analysera. Eftersom ds = 0
for sadana kurvor far vi likheten

d
cdt = Tr S

1— =2
r

ur (6.1)) for utatgaende kurvor. Detta dr en separabel differentialekvation vars l6sning

Hr) = % (m (;__2) rg - (r — ro))

dér t(rg) = 0. Med hjélp av dessa kan vi fa en bild av att egentiden gar olika fort
for observatorerna i r4 respektive rp i vart forsta exempel.

Grafen nedan visar en situation dar r4 = 1.5rg och rgp = 4rg. Sdndaren i r4 sdnder
ut ljuspulser en gang per sekund. Det som dr markerat dr de hiindelser da respektive
observators egna klockor har tickar fram en tidsenhet (tédnk sekund).

8

T
A7—S‘a’mdare *

Tlvlott agare x -

ct
S

/TS

Vi ser att det tar 1.5 ganger sa lang egentid for mottagare mellan det denne tar
emot signaler jamfort med egentiden for sdndaren mellan det att denne sdnder ut
signaler. Da den inre observatorens klocka tickat fram tva ganger, har den yttres
klocka tickat tre ganger.

6.4 Planetbanor

Ett intressant problem &r att studera om det finns bundna banor kring en massiv
centralkropp. Det gor det naturligtvis, planeterna gar ju uppenbarligen i sina banor
runt solen. I GR kan man hérleda uttryck for banorna precis som man kan i den
Newtonska mekaniken. Andra resultat, som Keplers lagar, foljer av den senare.

Att hérleda uttryck for banorna faller utom ramen fér denna text i bada teorierna.
Daremot ar det intressant att kdnna till att man vid 1800-talets slut kénde till
att Merkurius bana inte riktigt féljde den bana som Newtons mekanik forutsade.
Ellipsen vrider sig runt solen nagot. Trots att man kompenserade for storningar fran
ovriga planeter fick man inte teorin att ga ihop med verkligheten. De banor som GR
forutser stammer dock.
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6.5 Gravitationslinser

Ett intressant resultat i GR &r att dven nollkurvor, banor som ljus foljer, ar krokta.
Om en ljusstrale sveper forbi centralkroppen bojer den av enligt figuren nedan.
Fenomenet ar for komplicerat for att reda ut matematisk i denna text, men det
finns intressanta tillampningar.

Fenomenet &r historiskt intressant eftersom detta var en av de forsta fenomen som
observerades experimentellt. Detta gjordes 1920 av en engelsk forskargrupp. Man
observerade att ljuset fran en stjarna béjde av runt solen sa att den kunde observeras
fran jorden. Det var mojligt att se detta under en solférmorkelse.

Fiktivt ldge sett fran jorden

Verkligt lage O Q
Manen

Jorden

Verifieringen fick stor politisk betydelse eftersom det just hade varit ett varldskrig
vid denna tid. Da en engelsk forskare gav stod at en tysk teori kunde teorin knappast
vara falsk! Senare analyser av métresultaten har visat att den engelska gruppen inte
hade tillracklig métnoggrannhet for att egentligen kunna ge stéd at teorin.

Fenomenet &r verifierat pa olika flera olika skalor. Tittar man langt bort i universum
ser man att ljuset bojer av runt galaxer sa att bilden av bakomliggande galaxer blir
forvrangd.

Kroppen som béjer av ljuset fungerar som en jéttelik lins, varfor man pratar om
gravitationslinser.

6.6 Owvningar

1. Verifiera att Schwarzchildradien for jorden och solen ar vad som pastas i texten.

2. Berdkna hur mycket mer egentid som forflyter uppe pa ett berg med héjden
8000 m, jamfort med ett ar vid havsniva.

3. Satelliterna for GPS aker runt jorden pa hojden 20 000 km ovanfér jordytan.
Hur mycket "ldangre” &r en sekund for en GPS-satellit jamfort med en sekund
for oss pa jordytan? Jamfor detta med hur lang tid det tar for ljuset att fiardas
fran en GPS-satellit till jordytan.

4. Abel och Berit vill kommunicera med sina vénner som befinner sig mellan
solen och var narmsta stjarna. Abel tar hansyn till att signalen skickas fran
jorden da han gor sina berakningar rorande till exempel hur ljuset rodforskjuts
under sin resa ut ur jordens gravitationsfilt. Berit tar istdllet hinsyn till att
ljuset skall ut ur solsystemet. Vilken effekt blir storst?

5. Berdkna avstandet mellan jordytan och nagot som befinner sig pa koordinaten
r = 5 - jordradien.

6. Berdkna att skillnaden i tid verkligen skiljer sig at med en faktor 1.5 i gafen
pa sida [24]
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Facit

1. -

2. Det gar ca 2.75 - 107° s mer egentid uppe pa berget. Mer precist: Om tva
perfekta klockor visar samma tid vid en punkt pa jordens medelradie 6371
km, och en av dem flyttas till bergets topp och den far ligga dar under ett ar
(60 - 60 - 24 - 365 s) for att sedan flyttas ned igen, sa gar den som fatt ligga pa
berget 2.75 - 1077 s fore den som varit vid medelradien hela tiden.

3. Det tar ljuset ca 0.0667 s att fardas fran satelliten. Forhallandet mellan en
sekund pa satelliten och en sekund pa jorden &r 1.000000000527806. Det &r
inte sa stor skillnad, men ljuset hinner ungér 15 cm pa tidsskillnaden. Om man
inte tar hansyn till relativistiska effekter skulle GPS-systemet inte fungera.

4. Ingen effekt blir speciellt stor, men den fran solen &r ca 10 ggr stérre. Om
det utséinda ljuset har vaglingden Ay far det mottagna ljuset vaglangden
1.000000000695938\ enligt Abels beridkning medan det har vaglingden
1.000000009870015\ enligt Berits berdkning.

5. Anvind [6.6]
6. -
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7 Svarta hal

7.1 Allméiant

Svarta hal ar kroppar som har kollapsat till en kropp som &r mindre &n dess Sch-
warzschildradie. Vi skall strax se att om det hinder sa samlas all massa i centrum,
sa vi kan tédnka pa ett svart hal som nagot som har oédndligt liten utstrackning, som
en punkt i matematiken.

Svarta hal kan ocksa ha laddning och de kan rotera, men vi behandlar inte dessa fall
hér. Ett oladdat svart hal som inte roterar beskrivs av en enda parameter, namligen
dess massa.

Det finnd tva sorters svarta hal.

En typ uppstar nir en massiv stjarna dor. For att ett svart hal skall bildas maste
stjarnan vara sa stor fran borjan att den slutar i en supernova, och dessutom sa stor
att det inte bildas en neutronstjarna. Mycket materia kastas ut i supernovan, sa det
svarta halet blir betydligt lattare &n stjarnan som kollapsade. Typiskt blir stjarnor
med massor over 10Mg svarta hal. Det ldttaste svarta halet har en massa pa ca
3.8M@|Z| och det tyngsta ca 15.56M@E|. Detta skall jamféras med att vi upptéckt flera
stjarnor med massor 6ver 100M.

Den andra typen ar sa kallade supermassiva svarta hal (Super Massive Black Hole,
SMBH) och finns i centrum av galaxelﬂ och har massor pa typiskﬂ 105M,. Det dr
oklart hur dessa har formats.

Det dr en myt att svarta hal skulle "suga i sig” allt runt omkring dem med en
7oandlig gravitationskraft”. Langt borta fran det svarta halet paverkas man av en
kraft som beskrivs mycket vil av Newtons gravitationslag. En planet skulle kunna
kretsa runt halet precis som jorden runt solen. Sa gor stjarnorna runt det SMBH
som finns i Vintergatans centrum. Att notera hur dessa stjarnor ror sig ar ett sitt
att bestimma massan for det svarta halet.

I GR géller Schwarzschildmetriken [6.1| utanfor det svarta halet, men eftersom det
som formar rumtiden &r punktformigt ligger Schwarzschildradien utanfér kroppen.
Vi kan alltsa aka innanfér den, men det &r inte en sa bra ide.

Till exempel ser du att om r < rg byter de tva forsta termerna i [6.1] tecken, vilket
gor att en tidslik vektor blir rumslik och tvért om. Det betyder att om man kommer
innanfor Schwarzschildradien for en kropp far man en patvingad rorelse in mot
mitten som inte gar att hindra pa samma séitt som vi inte kan hindra att vi fardas
i tiden.

Det ar denna effekt som har gett upphov till de svarta halens daliga rykte. Pa sa vis
ar det alltsa inte nagon kraft som drar in kroppar mot det svarta halets centrum.
Det &r rumtidens struktur som har &ndrats.

Detta giller dven ljuset. Aven nollkurvor med en utgangspunkt dir r < rg leder in

6Sma svarta hal av en tredje typ som inte beskrivs i texten kanske finns. De skulle ha bildats
tidigt 1 universums utveckling, men dess existens har inte bekriftats.

"XTE J1650-500

SM33 X-7

9Det &ar inte kiint om det finns ett SMBH i alla galaxer, men det #r troligt att de finns i alla
storre galaxer.

0Det i Vintergatans centrum har en massa pa 4.31 - 105M©. Det mest massiva som upptickts
har en massa pa 2.1 - 10190,

27



Ovning:

mot r = 0. Inte ens ljuset kan komma ut, vilket har gett de svarta halens dess namn.

7.2 Fritt fall in mot ett svart hal

For att forsta vad som hdnder om man faller in mot ett svart hal studerar vi nagon
som vi later falla fritt fran » = 5.0 mot ett svart hal med rg = 2. Vi later var
stackare sdnda signaler med lika lang egentid mellan dem. En signal skickas alltid
innat och en utat. Vi star tryggt och tittar pa vid » = 5.5.

40 T T T
r(t) ——
35 | (7)) .
ATgsndare *
30 u AT]\’Iottagare x i
25 -

20

t, T

15

10

Pa grund av faktorn 1 — £ i Schwarzschildmetriken blir inte kurvorna sa létta att
tolka, men belyser aterigen en viktig sak att forsta med GR: Man kan inte dra
nagon slutsats fran att bara studera vilka koordinater nagot har, eller hur de beror
av varandra!

Vill man veta hur langt nagon firdats och hur lang tid denne tycker att resan tagit,
maste man parametrisera kurvan och berikna kurvans langd och den egentid som
forflutit for den aktuelle observatoren.

Nér var testperson faller in mot det svarta halet gar ¢ — co da r — rg, men dess
egentid gor inte det. Den som faller in mot ett svart hal mérker inget specielltﬂ,
farden slutar vid » = 0 inom é&ndlig tid, i detta exempel efter lite mer dn att den
sédnt ut 13 signaler.

Vi som tittar pa tar emot signalerna efter allt ldngre och ldngre tid. Punkterna
som har r = 5.5 har tidskoordinater som motsvarar lika lang egentid som egentiden
mellan de utsédnda signalerna. Den sist utsédnda signalen innan offret passerar rg tas
emot efter 38 tidsenheter.

Vi skulle ocksa se att signalerna var rodforskjutna (detta syns dock inte i grafen).
Den forsta signalen skulle ha 3% lingre vaglingd och den sista 427% langre vaglingd.

De ingaende signalerna skulle ocksa fa en tidskoordinat som skulle ga mot odndligheten
utan att det skulle betyda nagot. For att inte gora figuren sa otydlig ritas bara den
fjarde ingaende signalen ut sa ldnge att detta syns.

HEsrutom en tidvatteneffekt som vi aterkommer till.
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Var testperson ar utom all rdddning nér den har passerat rg. Som tidigare ndmnts
leder resan in mot r = 0 pa samma sétt som att tiden gar for oss. En intressant sak
att notera ar att tidskoordinaten faktiskt minskar nér egentiden okar. Signalernas
kurvor blir mycket svartolkade i detta koordinatsystem. Eftersom koordinattiden
gar bakat for var testperson har dven signalkurvorna ritats bakat i koordinattiden.

Den utatgaende signalen gar mot ¢t = —oo, men det betyder ingenting i sig. Eftersom
tiden inte gar for ljus (de foljer nollkurvor) kan man inte rita ut ljusets egentid som
vi gjort for var observator.

Man kan fa en lite (matematiskt) klarare bild av hur ljuset beter sig innanfér Sch-
warzschildradien genom att gora ett koordinatbyte. Trots att man slipper vissa egen-
heter som divisioner med noll och bakatgaende tidskoordinat, sa blir bilden dock
inte speciellt intuitiv.

Man vill ju uppenbart fa bort faktorn ( — TTS)_I i dr termen. Da kan man infoéra

or

nagon annan funktion v(r) sa att kedjeregeln ger dr = Hpdv dir v(r) har valts sa

0

att FI) tar ut (1 — TTS)_l. Detta gar att géra pa manga olika sétt, men alla ar langt
mer avancerade dn malet for denna text.

Parametrarna i detta exempel &r valda sa att figuren blir nagorlunda illustrativ. I
Sl-enheter skulle egentiden for den som faller (fran r = 5rg) in mot ett svart hal
med solens massa vara ca 107> s medan det skulle ta ca 1 minut att fall in mot ett

SMBH.

Det finns dock en effekt kvar att begrunda innan vi sjélva hoppar ner i ett svart hal.
En verklig testperson &r inte punktformig. Om vi antar att denne hoppar ner med
fotterna forst, kommer fotterna uppleva storre acceleration ned i halet &n huvudet.
Ju nédrmare r = 0 testpersonen kommer desto storre blir skillnaden. Forr eller senare
skulle kroppen dras isiar av denna effekt.

7.3  Ovningar

1. Uppskatta olika r i figuren pa sida [28] och verifiera att rodforskjurningen ar
vad som anges i texten.

2. Betédm ett uttryck for hur mycket potentiell energi som frigors vid ett fritt fall
fran oéndligheten till r, for ett svart hal enligt Newtons gravitationslag.

Facit

1. Figuren kanske &r svar att ldsa av, men den sista signalen som skickas ut innan
Schwarzchildradien passeras har koordinat r = 2.047.

2. Ledning: Energin ges av

Ts M
E:/ _GMm,,

00 r

déar M &r massan for det svarta halet. En slutsats &ar att vdildigt mycket energi
frigors da nagot faller fritt. Begrunda att endast nagon procent av all tillgénglig
energi frigors vid kdrnreaktioner.
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8 Kosmologi

8.1 En symmetrisk metrik

Om Schwarzschildmetriken &r ena ytterligheten av olika sorters universa, dr den
andra ytterligheten att man betraktar hela universum som en homogen och isotrop
gas av galaxer som bara véxelverkar med varandra genom gravitationen. I detta
universum finns ocksa stralning och vakuum som bada dr homogena och isotropa.

Med homogen menas att det finns lika mycket (galaxer, stralning, vakuum) i varje
punkt och isotrop betyder att universum é&r lika at alla riktningar. Gasen strommar
till exempel inte at nagot speciellt hall.

Den metrik som &r forenlig med dessa villkor &r

d 2
ds® = —dt® + d*(t) (1_7"]{:2 + r*(df” + sin® 6dq§2)> (8.1)
— kr
déar
1 Slutet
k=< 0 Platt
—1 Oppet

Fallet slutet betyder att universum gar att tdnka pa som ytan av en ballong i fyra
rumsdimensioner dér a(t) ar klotets radie. Det betyder ocksa att universum i detta
fall har &ndlig volym och att man teoretiskt skulle kunna komma tillbaka till sin
utgangspunkt om man firdades rakt fram tillrickligt linge (ddrav namnet slutet).

Universum &r i matematisk mening elliptiskt och vinkelsumman pa en jéttelik tri-
angel som ritades upp skulle bli mer &n tva réta vinklar. Alla parallella linjer skar
varandra pa en sadan punktméngd.

Det platta fallet syftar pa att universum ar Euklidiskt vilket betyder att vinkelsum-
man i en triangel dr tva rédta. Universum &r i detta fall odndligt stort. I detta fall
finns det precis en linje genom en given punkt som &ar parallell med en given linje.

Namnet dppet syftar pa att universum inte ar slutet men betyder att universum &r
format som en sadelyta. Sadana punktméangder ar hyperboliska och vinkelsumman i
en triangel skulle bli mindre &n tva rdta. Man kan ocksa hitta odndligt manga linjer
genom en given punkt som dr parallella med en given linje.

Det platta fallet dr ocksa 6ppet, men man brukar benidmna det fallet platt for att
skilja fallen at.

I bade det platta och 6ppna fallet kan man inte betrakta a(t) som en radie, men
jamfor man med det slutna fallet far man ténka pa universum som en gummiduk
som dras ut dér a(t) ar en skalfaktor som beskriver utvidgningen.

Fragan ar vad a(t) beror av och hur a(t) ser ut. Eftersom detta ar den enda obekanta
storheten i metriken, beskriver den funktionen ensamt alla universums egenskaper}

Metriken ovan bendmns Friedmann-Robertson-metriken. Observera att a(t) inte
nodvindigtvis maste beskriva ett universum. Om a(t) viljs sa att den gor det
bendmner man metriken Friedmann-Robertson-Walker-metriken, vilken forkortas

FRW.

12 Alla egenskaper universum kan ténkas ha som #r forenligt med forutsittningarna for modellen.
Om universum skall ha fler egenskaper maste modellen forfinas.
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Den stora fragan &ar vi skall forsoka besvara &r hur beror a(t) av fordelningen av
energisorterna stralning, massa och vakuum.

Eftersom alla egenskaper for universum foljer av metriken kan vi da rdkna ut saker
som nér universum blev sa kallt att atomer kunde bildas eller nédr universum blev
genomskinligt.

Speciellt: a(t) beror av universums temperatur, som paverkar hur fort olika partikel-
kollisioner sker och vilka som &r mojliga. Dessa paverkar i sin tur a(t). Med andra
ord kopplas hér egenskaper for den mikroskopiska vérlden till egenskaper for hela
universum!

8.2 Slutet, platt eller 6ppet?

Det som avgor om universum &r slutet, platt eller 6ppet &r vilken sorts energi som
dominerar i universum. De tre sorterna som dr aktuella dr materia (som vi betrak-
tar som en energiform enligt E = mc?), stralning (rester frin Big Bang och tiden
niarmast dérefter) och det som ibland kallas vakuumenergi eller mork energi.

Det finns ingen teori som forklarar vad mork energi skulle kunna ténkas vara, men
matematiskt kan man ldgga till en sadan term i filtekvationerna (vilket Einstein
gjorde) eller sa far man betrakta den tomma rymden som en sorts energiform i sig
(vilket stdimmer béttre med moderna tolkningar).

Forenklat kan man séga att materia drar ihop universum, medan mork energi blaser
upp universum. Ett universum som innehaller mycket materia i forhallande till de
andra energiformerna kommer att bli slutet. For ett litet universum (strax efter Big
Bang) verkar stralning expanderande pa universum, men da universum expanderar
dras dven vagliangden ut for stralningen sa att den expanderande effekten inte blir
sa stor.

I olika epoker av universums historia har alltsa olika energiformer varit (och/eller
kommer att bli) olika viktiga.

Vi skall hérleda en differentialekvation for a(t), men den 16sning som stdmmer med
observationer dr schematiskt skissad nedan. I denna gren av fysiken anger o "nu”.

Stralning
dominerar

Vakuum
dominerar

Materia
dominerar

to

Vi tycks leva i ett platt universum som kommer att utvidgas mer och mer. I sjélva
verket kommer expansionen att accelerera i takt med att det blir mer och mer
vakuum i forhallande till de andra energisorterna.
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Om universum istéllet skulle haft lite mindre materia skulle utvidgningen ga fortare,
och med lite mer materia sa skulle universum fa en maximal expansion for att
slutligen dra ihop sig till en Big Crunch, motsatsen till Big Bang.

Mindre
materia

Vart universum

Mer materia

AN A7

Big Bang Big Chrunch

8.3 Rodskift och Hubbles lag

Innan vi ger oss i kast med att ta fram uttryck for universums 6de dgnar vi oss at
nagot mer jordnéra.

En effekt denna metrik har &r att avstandet mellan tva punkter som har fix rumsko-
ordinat faktiskt é&ndras med tiden. Detta trots att de alltsa ligger still i universum.
Vi maste alltsa skilja mellan koordinatavstandet dy,o.q Som kan vara konstant och
det verkliga avstandet d. Sambandet mellan dessa &r

d(t) - a(t)dkoord‘ (82)

Om vi skickar ut nagon att rora sig i universum maste vi ocksa ta hinsyn till att
universum andras under tidens gang. Berdkningen for den stricka som tillryggaléiggs
liknar alla exempel vi studerat hittills, men rumskoordinaten fa nu ocksa ett tids-
beroende.

Hubble noterade 1929 att galaxer ror sig fran oss och att farten ¢kar linjart med
avstandet. Detta fenomen bendmns numera Hubbles lag,

U:Hod

dér v dr galaxens fart, d dr avstandet till galaxen och Hy dr Hubbles konstant som
ar 72 £ 0.7 km/s/Mpc. Galaxen ror sig inte i universum, men universum utvidgas,
vilket rodforskjuter ljuset.

Nu skall vi hirleda Hubbles lag fran metriken. Antag att vi sénder en ljuspuls fran
r =0 vid tiden t = ¢,, (u som i utsénd) till » = R som tas emot da t = t,, (m som i
mottagen).
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~

R

Ljuspulsen ror sig lings en nollkurva. Vi kan sétta & = 0 (betrakta universum
som platt) eftersom vi studerar avstand som &r mycket sma i férhallande till hela
universum. Vi far

ds? = —2dt* + a2(t)dfr2 —

dr = —.

R tm d
/ dr = / cat
0 tu a(t)

b o dt
R = /t s (8.3)

Koordinatavstandet som ljuspulsen fardas ar naturligtvis R. Om ljuspulserna sénts
ut vid andra tidpunkter skulle koordinatavstandet fortfarande vara R. Detta skall
vi nu utnyttja.

Vi integrerar bada led och far

Antag att vi sdnder ut tva pulser. De sénds ut med tidsskillnaden At,. Tva ljuspulser
som sands ut vid ¢, och t, + At, mottas vid ¢, och t,, + Aty,.

y
~

R

Pa grund av att rumtiden har férédndrats under tiden ljuspulserna férdats blir At,
inte lika stor som At,,. Daremot har de har akt samma koordinatavstand R. Darfor

fas
tm dt tm+Atm dt
R= / e / e (8.4)
tu a(t) tutAty a(t)
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Eftersom At,, och At, &r sma géller

Aty At,

Som en motivering till detta kan du tdnka pa foljande uttryck, dér e &r mycket litet

[ st = )

Eftersom e dr mycket litet dndras inte f(x) sa mycket mellan a och a + €. Detta
anvands i "bada dndar” av integralen i (8.4)).

Om vi tédnker pa ljuspulserna som ett visst antal vaglangder (om At, &r periodtiden
for den elektromagnetiska vagen blir det precis en vaglingd). Det maste vara samma
antal vaglangder som sénds ut och som tas emot. Det ger

W Aty = 27k = w Aty
Det kosmologiska rodskiftet z definieras som

Am  a(ty)

e alty)

14+ 2=

Detta anvinds i praktiken som ett avstandsmatt. Att z = 0 betyder att ljuset inte
ar rodforskjutet, vilket betyder att det sénts ut ”har” och "nu”. Nér vi vardagligt
sdger att nagot befinner sig exempelvis tva ljusar bort, menar vi den striacka ljuset
fardas pa tva ar. Det ljus som vi mottar fran en sadan plats ar tva ar gammalt.

Men nér vi har att gora med stora avstand (kosmologiskt sett) kanske vi sdger 10
miljarder ljusar. Da menar vi att ljuset vi mottar dr 10 miljarder ar gammalt, men
under dessa 10 miljarder ar har universum utvidgats. Déarfor befinner sig inte det
som sénde ut ljuset 10 miljarder ljusar bort. Menar vi da kanske koordinatavstandet
tio miljarder ljusar? Eller nagot annat?

En sak vi kan vara sidkra pa ar i alla fall hur mycket rodforskjutet ljuset dr. Den
informationen fas namligen genom att studera spektrumet for till exempel en galax
eller kvasaif| Tio miljarder ljusar motsvarar z = 2. Annars dr vanliga avstand i
sadana hir sammanhang 1 < z < 7.

Om d(t) ar avstandet till nagot blir dess fart

d d

v = ad(t) = %a(t)dkoord.

Men farten beror bara pa universums expansion, dy,o:q beror inte av tiden. Darfor
fas

U= a/(t>dkoord -

dar vi ater har anvént (8.2)) i sista steget. Detta ar Hubbles lag, om vi definierar

H

a(t) (8.5)

a(t)

13Kvasarer kallas ocksa aktiva galazer och &r mycket ljusstarka galaxer. Kortfattat kan sigas att
energi frigors fran materia som samlas runt ett SMBH och da blir varm (pga friktion). Luminosi-
teten dr typiskt 10 000 ganger sa stor som Vintergatans. Se dvning [2]i avsnitt
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Eftersom a(t) beror pa ¢ dndras vérdet pa H med tiden. Med Hy menar man det
virde H har nu, precis som tq anger det nuvarande véirdet pa tidskoordinaten.

Det kanske blir ldttare att relatera till ett uttryck som

a'(t)

a(t)
om du jamfor med fallet dir a(t) ~ e*. DA blir kvoten mellan derivatan och funk-
tionen helt enkelt k. Om universum skulle ha utvidgat sig exponentiellt sedan Big
Bang skulle Hj varit konstanten k£, men som redan ndmnts har alltsa universum inte

utvdgat sig lika fort hela tiden. Detta skall dessutom snart studeras och forklaras i
detalj.

Figuren nedan visar schematiskt hur universum har expanderat sedan Big Bang.
Ljus som sédndes ut fore universum blev genomskinligt absorberades direkt och finns
inte kvar (det ar ju det som menas med att nagot inte ar genomskinligt).

Koordinaten for gréansen

for det synliga universum dndras inte. Universum &dr oédndligt stort vid alla tidpunkter

) men det verkliga avstandet till gransen for det
Big Bang % genomskinliga universum véxer.
v/ /V. '
/7 # har passerat oss.
y o . ) .
V : Ljus som séndes ut hér
A kommer till oss precis nu.
Ljus som séndes ut hér
har inte hunnit till
378 000 ar O8s At
Universum blir 2~ 1000
genomskinligt. v \/W
/\/\/\/ T =~ 2700 K da lniversum blir genomskinligt,.
Vi tar emot ljuset. ‘
\/\ z 7~ 1000, nu ca 45 Gly eftersom a(t) har véxt. ‘
T =2.726 K da det tas emot.
Y

t

Nér universum expanderat tillrackligt blev dess medeltemperatur tillrdckligt lag for
att atomer skulle kunna bildas av fria atomkérnor (protoner, deuterium, tritium och
helium samt extremt lite av de ndrmast tyngre dmnena litium och beryllium) och
elektroner. Da blev universum genomskinligt. Detta intraffade ca 378 000 ar efter
Big Bang.

Det ljus som da sidndes ut har varit pa vig mot oss i ca 13.4 Gar. Universums
expansion har dragit ut ljuset under dess fard mot oss till ca 1000 ganger dess
ursprungliga vaglingd. Vi uppmaéter nu en medeltemperatur pa ca 2.726 K i denna
stralning.

8.4 Roadmap

Nu skall vi paborja ett resonemang som &r sa langt att det kan vara bra att struk-
turera upp det i nagra punkter.
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1. Det universum vi forutsétter bestar av tre saker: Vakuum (vilket dven inne-
fattar mork energi), stralning (rester fran varmestralningen fran big bang) och
galaxer (som ett moln av damm). Universum é&r alltsa som en homogen gas.
Nér gaser utvidgar sig sjunker trycket och energidensiteten@. Vi maste forst
se hur a(t) och energidensiteten hianger ihop.

2. Vi har postulerat en metrik (8.1). Denna skall vi sédtta in i vénsterledet i
Einsteins féltekvation (A.8)).

3. Hogerledet i Einsteins féltekvation (|A.8)) skall innehalla fordelningen av energi
och massa i universum. Hér skall vi sdtta in svaret pa var forsta fraga.

4. Det vi far kvar kommer vara en enda differentialekvation vars lsning ar a(t).

5. Losningen a(t) kommer bara innehalla fyra parametrar; Hy samt hur manga
procent av all energi i universum som dr materia, stralning respektive vakuum.
Observationer ger oss data pa dessa parametrar som &r forenliga med det vi
ser.

6. I olika specialfall dominerar en viss sorts energislag (exempelvis dominerade
stralning tidigt efter Big Bang). Da blir differentialekvationen l6sbar pa gym-
nasieniva, och vi enkelt hitta losningar som kommer att stamma vl med vissa
epoker i universums historia.

7. Vill vi veta nagot om det universum vi lever i maste vi lésa differentialekvation
numeriskt. Genom en serie smarta variabelbyten far vi en differentialekvation
som dr mer ldtthanterlig. Detta visas, och vi berdknar avstandet till griansen
for det synliga universum.

8.5 Steg 1 — Olika sorters energi
Fran termodynamiken kdnner vi
Forédndring av energi i ett system = Varmeflode — Arbete utforts av systemet.
Det brukar matematiskt skrivas
dE =Q —dW =Q — pdV.
Isotropin ger att varmeflodet @) &r noll. Kvar blir

dE = —pdV.

Observera att alla tre storheter beror pa tiden, och vi vill veta hur de fordndras da
tiden gar. Vi skulle kunna dividera bada led med dt, sa att vi far

e dV
a - Par

4 Energidensitet och densitet betyder hir samma sak eftersom materia och energi ”&r samma
sak” enligt E = mc2.
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Om man inte #r bekvim med detta®| kan man skriva om uttrycket och anvinda
kedjeregeln enligt

dE = —pdV
iE
W = —p
dE dt
wav = 7
C;—f _ —pfi—‘;. (8.6)

(8.7)

Eftersom vi inte har nagot annat &n massa i vart universum (men observera att
massan kan dven utgéras av stralning enligt £ = mc?) giller

dE = pc*dV (8.8)

dér pc? dr energidensiteten for universum. Energidensiteten ér lika i alla punkter i
universum, men beror pa tiden.

Som en enkel foljd av (8.2)) fas att den fysikaliska volymen dV beror av skalfaktorn

for univiersum enligt

dV = a®*(t) dVieord- (8.9)
Nar (8.8)) och satts in i fas
d d
a (P(t)c2 a3(t) Vi(oord) = _p(t)% (a3(t) ‘/koord)

dér vi dven explicit noterat att trycket kan bero pa tiden. Eftersom Vigorq inte beror
av tiden kan vi kanselera bort den faktorn och vi far

& (e 1)) = (1) (a*(1)

Detta uttryck relaterar alltsa massa- och energidensiteten till a(¢). Nu aterstar att
reda ut hur a(t) blir i olika specialfall.

Materia

For materia skulle trycket vara noll, vilket ger

% (pc*a®(t)) = 0. (8.10)

Integreras bada led fas efter att intregrationskonstanten bestédmts

pmlt) = pm@o)}(—é“)). (s.11)

Stralning

Fran andra delar av fysiken kan man hérleda att for stralning (vi anvénder indexet
r som i radiation) géller

12
pr—gc Pr-

5Det ser ju lite ut som en tidsderivata, men varfor har inte p deriverats?
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Ovning:

Ovning:

Ovning:

Det giller dven att
. Wz(kBT>4
Pr = 9730(he)?
dar g = 2 for fotoner (spin at tva riktningar). Med olika sorters neutrinos fas g ~ 3.4.

Vi far

&8 (pr()(0) = o) a0 (812)
som har 16sningen
a’(to)
pr(t) = pr(to) A0 (8.13)

For bade materia och stralning avtar energidensiteten da a(t) ckar. Det kanske inte
kdnns sa konstigt om man jamfér med en vanlig gas. Att det blir lite olika i de
bada fallen beror pa att materia inte bidrar med nagot tryck, vi har ju férutsatt att
galaxerna bara finns som ett moln av damm i universum.

Vakuum
For vakuum galleﬂ

pu(t) =2 (8.14)

dér Z har enheten kg/m? for att det skall passa ihop med &vriga densiteter.

Detta ser kanske konstigt ut, och begreppet vakuumenergi (éven kallad mork energi)
ar omtvistat. Men om universum utvidgas sa blir det helt enkelt mer vakuum.

Einstein sjilv inforde en kosmologisk konstant A i sin filtekvation for att halla
ihop universum. Han trodde n&mligen inte att universum kunde expandera eller
kontrahera. Att infora denna konstant sa han sjilv var ett av hans livs storsta
misstag.

Detta var alltsa det forsta steget enligt listan ovan. Steg tva innebér att (8.1]) skall

sattas ini (A.12)), sen detta i (A.10]) och (A.11)) och till sist detta i (A.9)). Detta steg

utelamnas.

Innan vi gar vidare kan vi redan nu rikna ut nagot intressant.

Exempel 8.5.1. Bakgrundsstralningen har en temperatur som gar att méta upp.
Sambandet mellan temperatur och energidensitet ar ett resultat fran kvantmekani-
ken och motiveras inte hir, men det géller att

WQ(kBT)4

30(hc)c*’ (8.15)

Pr=49

dér g = 2 for fotoner. Man har métt upp temperaturen for bakgrundsstralningen
till Ty = 2.726 K vilket ger

pr(te) =4.2-107" J/m® = 4.6 - 107! kg/m®. (8.16)

6Namnet Z dr inte vedertaget. Jag har valt ett namn pa denna konstant som skiljer sig fran
alla namn jag sett eftersom jag dr noga med enheterna. Historiskt inférde Einstein en konstant A i
sin ekvation pa ett sadant sitt att det inte syns att det ér fragan om en densitet. I SI-enhter géller

2
po = £ kg/m?
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Energidensiteten for materia dr svarare att méita upp. En typisk galax har 10
stjarnor med totalt 102 M. Det finns ca 10'! galaxer i det synliga universum. Om
man utgar ifran att det synliga universum har en radie pa 45 - 107 ljusai""] fas

pm(to) = 5.9-107% kg/m?. (8.17)

Nu kan vi rdkna ut nér p,,(t) = p,(¢). Vi far

@lt) _ a*(to)
pm<t0) a3(t) - pr(tO) a4(t) (818)
5:9-107%a(t) = 4.6-10"ato) (8.19)
alt)  46-107% g
alte)  59-1078 10 (8.20)

Vi ser alltsa att universum var ca 1000 ggr mindre nér materia borjade dominera
over stralning. Ur detta kan vi ocksa rdkna ut vilken temperatur universum hade

da. Vi far

o) = i) (521
772<kBT)4 _ 7T2(1<7BT0)4 314

QW = QW (1()) (8.22)

™ = T (10%)° (8.23)

T = Tp-10° (8.24)

Universum var alltsa 1000 ggr varmare nér detta intraffade. Den energi som som
detta motsvarar &r
E =kpT = kpTy - 10° = 0.23 eV

vilket lite mindre &n energin for synligt ljus, per foton. Detta betyder att virme-
stralningen inuti universum da inte var synligt ljus och den kunde inte heller vara
inblandad i processer som skapade eller kravde synligt ljus. Univiersum blev alltsa
genomskinligt ungefar vid denna tid.

Brytpunkten mellan nir universum dominerades av stralning respektive materia
intraffar alltsa ungefar samtidigt som universum blev genomskinligt, 378 000 ar
efter Big Bang. A

8.6 Steg 2, 3 och 4 — Mot en differentialekvation

Steg tva dr den metrik vi redan avhandlat i avsnitt [8.1]

Det tredje steget har vi inte tagit upp sa mycket om. I Schwarzschildmetriken skulle
T,, vara noll eftersom all materia i universum var samlad i en enda punkt i origo.
Hér blir det lite mer komplicerat sa vi utelamnar detta steg.

Steg fyra: Det som blir kvar blir differentialekvationen

da\ 2
(d—j) - %ypa2 = —kc? (8.25)

17P4 den tid som gatt sedan Big Bang, 13.8 - 10° ar, har universum utvidgats s& att radien nu
ar 45 - 10° ljusar.
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OVning: @

som kallas Friedmanns ekvation.

Observera att denna dr &nnu svarare att 16sa &n den ser ut att vara eftersom p ocksa
beror pa t.

Forutom vissa specialfall som vi kommer till i steg 6, maste vi forlita oss pa numeriska
berdkningar for att angripa denna.

8.7 Steg 5 — Vart universum

For olika energifordelningar far man olika form pa universum (sluten, platt eller
oppen) och olika losningar a(t). For att forenkla uttrycken brukar man resonera
som foljer.

For nagon energidensitet, som brukar kallas den kritiska Energidensiteten p,., blir
universum platt. Det betyder att k = 0. Da kan (8.25|) skrivas

a?  8rG
— = cpe.
a? 3c? P

Vinsterledet gar att uttrycka som HZ enligt (8.5)). Da fas

_sn3

Pe = SrG

Nu ar det brukligt att beskriva hur mycket av de olika energiformerna som universum
bestar av relaterat till denna energidensitet. Vi far

(8.26)

Qr — pr(to)
Pe

och pa samma sitt med €, och €,.

Biést 6verensstdmmelse med observationer fas med Hy = 72 km/s/MPc, 2, = 0.3,
2, = 0.7 och €, = 0.0008.

Detta resulterar i ett platt universum, och en lésning a(t) som ser ut som grafen pa

sida B11

8.8 Steg 6 — En berikning

Eftersom universum ar platt kan vi utan daligt samvete siatta k = 01 (8.25)).

Om vi ocksa begransar oss till det tidiga universum som dominerades av stralning,
kan vi sdtta

a*(to)
1) = p,(t) = p,(t .
P() P() p<0)a4(t)
Om vi sétter in detta i (8.25)) fas
da _«
dt  a

dér o dr en sammanslagning av alla konstanter. Vi ser att detta &dr en separabel
differentialekvation som l6ses enligt

ada = odt
a> = at+C

a = Vat+C.
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Vi vill att a(0) = 0 skall gélla, sa C'= 0. Nu vet vi alltsa att

for detta specialfall!

Denna 16sning kan anvéndas pa ett klurigt sétt. Det géller att

_ Ve
Wt

Detta och uttrycket for a(t) kan vi sétta in i (8.25)). Vi far

a 1 187G
Y iy 2
a 2t 3 P (8 7)

Nu kan vi rdkna ut hur gammalt universum var da protoner och neutroner bérjade
bilda tyngre &mnen. Bindningsenergin per nukleon fér de minsta kdrnorna &r ungefér
2 MeV. Energidensiteten for stralning med denna medelenergi blir (8.15)) och kgT =
E

a'(t)

p = 3.730231242877326 - 10°° J /m?®. (8.28)
Om vi sétter in detta i (8.27)) far vi

t=033s. (8.29)

Nér universum var ca 0.33 s kunde alltsa de lattaste atomkéarnorna bildas.

Med mer detaljerade modeller kan man rékna ut precis hur mycket av olika atom-
kdarnor som bildades innan universum blev sa kallt att fusion inte kunde ske. Det
krédvs en mycket komplicerad modell for detta, eftersom vad som kan bildas beror
av vad som finns samt trycket och temperaturen i universum.

I fusionsprocesserna frigors energi, som paverkar universums expansion. Det blir
alltsa ett kopplat system av halter for olika sorters atomkéarnor och a(t). Dessutom
skall a(t) uppfylla Friedmanns ekvation under processens gang.

I grafen nedan visas resultatet av en sadan berdkning. Notera de logaritmiska ska-
lorna. Symbolerna p,n,d och t star for protoner (vilket skall tolkas som vite), neu-
troner, deuterium och tritium. Notera att &mnenas férdelning ar relativt massan for
protonerna.

Efter ungefar 5000 s &r universum sa kallt att fusion inte ldngre pagar i nagon
storre utstrackning. Man bendmner detta Freeze-out. Universum bestar da av ca
75% véte, 25% helium och vildigt lite (men métbart) litium och beryllium. Fria
neutroner och tritium-kérnor ar inte stabila, sa de fortsiatter dock att falla sonder
med halveringstider pa 881.5 s respektive 12.32 ar.
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Undersoker man spektrumet for de tidigaste stjarnorna, som é&r bildade fran den-
na urgas, ser man att detta stdmmer val. Stjarnor som innehaller tyngre &mnen
(till exempel var sol och framforallt de inre planeterna) maste alltsa ha bildats av
supernova-rester fran dessa stjarnor, for i supernovor bildas tunga d&mnen.

8.9 Steg 7 — Storleken av vart synliga universum

Eftersom universum bara dr 13.8 Géﬂ gammalt kan vi bara ta del av information
som hunnit hit under sa lang tid. Eftersom universum inte blev genomskinligt férrén
efter 378 000 ar kan vi dock inte se ldngre tillbaka &n till denna ”vigg”.

Ljus som &r ca 13.4 Gar gammalt nar alltsa hit nu. Men under tiden har universum
expanderat, sa om vi kunde frysa universums expansion och skicka tillbaka en ljus-
strale till denna véagg maste det ljuset fardas under en langre tid. Det betyder ocksa
att avstandet dit &r mer &n 13.4 Glyﬂ Déremot har koordinatavstandet till viggen
inte dndrats. Ekvationerna (8.2)) och ger oss att avstandet éiIF_U|

d(to) = alto) / ° %

dér ¢y dr den nuvarande tidpunkten om ¢ = 0 dr Big Bang (vi far leva med den lite
knasiga konventionen att to &r "nu”).

For att kunna berékna denna integral maste vi kdnna till a(t) for vart universum.
Vi maste alltsa 16sa (8.25) (repeteras nedan)

(da)2 B 87era2 _ 2

dt 3

8Observera att G ir prefixet giga. 1 Gar dr alltsd en miljard ar.
191 Gly #r 1 miljard ljusar.
20Qbservera att d star for distance, det &r inte en diameter.
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dar vi har fran (8.11)), (8.13) och (8.14])

p(t) = pm(t) +pr(t) + po

_ a’ (to) a’ (to)
= Pm(to)ag—(t) + pr(to) i (0) +Z.

Om vi relaterar respektive energidensitet till den kritiska, som vi inférde i avsnitt

B.7 far vi

_ a’(to) a’ (to)
p(t) = Pe (Qm a3(t) +Qr a4(t) +Qv) :

Nu forenklar vi notationen ytterligare genom att inféra ag = a(ty). Satter vi in detta

i Friedmanns ekvation och anvénder (8.26) far vi

3 4

2
(Z-?) _H? (Qm% + 0,5 4 chﬂ) 3 (8.30)
a

Nu star vi infor nagra problem. Vi kan inte méta vad ag har for virde i vart univer-
sum, och vi vet inte vardet pa k.
For att 1osa detta gor vi tva omskalningar av a(t) och t genom
t = Hyt (8.31)
a(t) = a(t)/aop. (8.32)
Detta gor dels att bade tidskoordinaten ¢ och @ blir dimensionslosa, dels att dy = 1.

Kedjeregeln ger
da  da dt da da

dt ~ didt  di° di " (8.33)
Definitionen av Hubbles konstant (8.5)) ger da att
i
1
dt

Sétter vi in (8.32) och (8.33)) i (8.30) far vi

da\” ag ag _
HZa2 (E) — H} (ngo + Qrd_g + Qvagaz) = —kc*.
Om vi delar bada led med HZa2 och infér en ny konstant

kc?

T2 2
Hyag

Q. = (8.34)

far vi

da\*> [(Q., Q.
(—Cf) — (T + =+ dez) = Q.. (8.35)



De fyra parametrarna €2 beskriver helt universum enligt denna modell. Om vi sétter
t =to far vi
Q4+ Q2+ Q + Q. =1,

Syftet med alla dessa variabelbyten ar att vi fatt en differentialekvation som kan
l6sas numeriskt, och en metod att tolka l6sningen. Vi gar tillviga enligt foljande
steg.

1. Bestdm vérden pa €., €, och €,,. Om de vilj med astronomiska observationer
som utgangspunkt far vi en modell for vart universum, men man kan ocksa
vilja dem fritt for att se hur ett universum med detta val skulle utvecklas.
Kom ihag att dessa parametrar star for procentsatser av den energidensitet
som gor universum platt.

2. Beridkna (). ur dessa. Observera att (). dr noll for ett platt universum och
negativt for ett slutet.

3. Los (8.35)). I de flesta val av energidensiteter maste detta goras numeriskt. Ur
l6sningen bestdms den nuvarande tidpunkten ¢ fran a(t) = 1. I sjélva verket
gor man detta i omvand ordning: Sétt a = 1 och stega bakat i tiden till dess
a=0.

4. Bestam ett viarde pa Hj, antingen fran experiment eller ett fiktivt val, och
berdkna ty ur ty = to/Hy. Detta dr universums alder.

5. Genom (8.34) kan vi berdkna ay om vi behover veta det. Om (2, &r positivt
kan vi bortse fran minustecknet®]

Med ©,, = 0.3, Q, = 0.7, £, = 0.0008 och Hy = 72 km/s/MPec fas 16sningen i grafen
nedan.

alt)

0.5 -

i .5 1 1.5 2 2.0

Vi noterar att a(f) = 1 ger o = 0.94. Detta ger att universums alder ir t, = 12.77
Gar och att ap = 1.436 - 10%8. Eftersom €, = —0.0008 &r universum nistan platt,

2184 far fysiker gora ibland!
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och vi kan knappast lita pa viardet pa ag eftersom en mycket liten skillnad i 2. ger
en stor fordndring av ag.

Det dr svart att relatera till att universum skulle ha utvidgat sig med en faktor
10?® sedan Big Bang, eftersom dess ”storlek” var noll da (a(0) = 0). Vi maste ocksa
komma ihag att den modell vi anvénder har for universums utveckling inte géller
vid Big Bang. Vi har ingen kvantmekanisk teori for gravitation, vilket kravs for att
beskriva universum vid Big Bang.

Det visar sig att vi inte behover veta ag for att berikna avstandet till gransen for
det synliga universum. Vi borjade med

d(ts) = afto) / Ledt

o a(t)’
vilket med de variabelbyten vi gjort, (8.31)), (8.32)) och (8.33)), blir

L
c dt
d(ty) = — —.
() = 57 / 7
Vi behover alltsa inte veta ag! Numeriskt blir integralen 2.8639369772451975, vilket
ger att det sokta avstandet fas till 38.9 Gly.

8.10 Ovningar

1. Los (8.10)).

2. Verifiera att (8.13) &r en l6sning till (8.12)).
3. Verifiera att enheten for hogerledet i (8.15) #r kg/m3.

4. Verifiera att virden som ges i (8.16]) och (8.17)) stimmer med vad som anges i

texten.
5. Verifiera att alla termier i (8.25) har samma enhet.

6. Los (8.25) i fallen dér ett platt universum endast bestar av materia respektive
vakuum. Jamfér med kurvan pa sida

7. Varfér sammanfaller kurvorna for “Li och "Be efter ca 10% s i grafen pa s
8. Verifiera att vardet som ges i (8.28]) stimmer med vad som anges i texten.
9. Los (8.27) for att verifiera att virdet som ges i (8.29) stdmmer.

Facit
1. Losningen ar (8.11]).
2. -
3. -
4. -

5. Enheten é&r % for alla termer. Det syns lattast i forsta termen eftersom a(t)
S
saknar enhet.
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6. Differentialekvationen blir separabel. Losningen &r

o= (2"

1 fallet med endast massa och

a(t) = CeM

dar k = 87Gpm(§0)a3(t0)

i fallet med endast vakuum. Observera att det inte blir
nagot Big Bang med endast vakuum i universumet. Observera ocksa att dessa
l6snignar stimmer med kurvan pa sida 31} For sma ¢ stdmmer en kurva av
typen a(t) = kt™ for nagot 0 < m < 1, medan den exponetiella tillvixten
stammer for stora ¢.

dir k = 872

7. "Li sénderfaller till “Be med betasonderfall.

A Lite om tensorer

Denna text ar tankt att kunna ldsas med olika grad av forkunskaper i och intresse
for matematik. Den intresserade kan i detta kapitel lédsa lite om nagra matematiska
begrepp som gor att man trots allt far en stérre behallning av teorin.

A.1 Enkla exempel

GR ér en teori som #r formulerad med tensorer. En tensor &r en sorts utvidgning
av vektorbegreppet som det kan vara bra att kénna till lite om. Var utgangspunkt
far bli en vektorer och matriser.

A.1.1 Vektorer och linjira funktioner

Den enklaste matrismultiplikationen ar den mellan en radvektor w och en kolumn-
vektor v.

Vg

uv = [uz uy} L} } = UzVUgp + UyVy.

y
Detta paminner uppenbart om skaldarprodukten mellan tva kolumnvektorer. Det
blir mer om denna likhet senare. I texter som handlar om linjér algebra kan oli-
ka forfattare ha olika sprakbruk rorande rad- och kolumnvektorer. I vissa fram-
stallningar gors det inte sa stor skillnad pa dem, men nu ar det viktigt att gora
det.

Det vi kallar vektor ar en kolumnvektor.

Om vi har en radvektor, kan vi tdnka pa den som en funktion som ”vill ha” en
kolumnvektor for att kunna gora ett tal. Alla linjara funktioner gar att skriva som
radvektorer, sa vi 6vergar till att sdga linjar funktion istéllet for radvektor.

Vi kan ocksa tédnka pa en kolumnvektor som nagot som ”vill ha” en linjar funktion
for att kunna gora ett tal.
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Exempel A.1.1. Lat v = [3

41. En linjér funktion f(v) kan vara [-2 7] sa att

flv)=1[-2 7] m =-2.34+7-4=22.

Hér passar det att anvinda det vanliga séttet att skriva upp detta som en matris-
multiplikation. Det blir mer om notationen nedan men per definition géller i alla
fall att

f(v) = fx'Ua: ‘|’fyvy~

Vi kan ocksa tédnka pa denna sammanséittning av f och v som

’U(f) :Uxfx+vyfy'

Hér passar inte den vanliga notationen eftersom

{ﬂ 2 7] £[-2 7] E}.

Déaremot géller
fmvx +fyvy = Uxf;r +nyy
eftersom komponenterna ér vanliga tal.

Darfor fas

f(v) =v(f) = 22.

A.1.2 DMatriser

Da en matris verkar pa en vektor fas en ny vektor. Denna kan man sen sétta in i en
linjar funktion. Funktionen kan man som sagt ténka pa som en radvektor.

Exempelvis skulle vi kunna ha
1 211 -3
fmm:p:ﬂ&4]L4:p:ﬂL4:_n

Man kan ocksa tédnka pa detta som att det dr matrisen som ”vill ha” bade en linjér
funktion och en vektor for att gora ett tal. Da skulle vi skriva

A(f,v)
vilket ocksa skulle ge talet —21. Man skulle dock inte kunna skriva detta som en

vanlig matrismultiplikation pa ett naturligt sétt.

Notationen detta avsnitt, och avsnitten innan, ar vald sa att den liknar den vanliga
notationen i "normal” linjdr algebra. I teori som ror tensorer ar det vanligt att
ange tensorn med fet stil, och linjara funktioner med grekiska bokstéaver i fet stil.
Exemplet ovan skulle da kunna skrivas

A(w,v)=[2 3] E ﬂ {_12} =[2 3] {:?} = —21.
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A.1.3 Tensorer

Tensorer &r ett slags samlingsnamn for vektorer, linjara funktioner och kombinatio-
ner av dessa. Tensorer vill gora tal, och for att de skall kunna gora det maste man
forse dem med réatt antal vektorer och linjiara funktioner. En tensor dr av ordning,
eller typ (k,l) om den vill ha k linjara funktioner och [ vektorer for att den skall
kunna gora ett tal. I nagon mening kan man ocksa ténka pa ordningen sa att tensorn
"&r” k vektorer och [ linjéra funktioner pa samma gang.

Med detta sprakbruk blir alltsa en vektor en tensor av ordning (1,0) eftersom den
maste forses med en linjir funktion for att man skall fa ett tal av den.

En linjir funktion &r en tensor av ordning (0, 1) eftersom man maste ge den en
vektor for att man skall fa ett tal.

Om man vill kan man tdnka pa matriser som ett séitt att skriva upp en tensor av
ordning (1, 1) eftersom den alltsa maste fa bade en radvektor och en kolumnvektor
for att det skall bli ett tal.

Ett vanligt tal, en skaldr, &r en tensor av orning (0,0). Den ar ju redan ett tal, sa
den maste inte ges varken en vektor eller linjar funktion for att bli ett tal.

Schematiskt kan man alltsa téinka pa tensorns typ som

(k,l) = (vill ha k funktioner, vill ha [ vektorer)

= (&r k vektorer, &r [ funktioner).

A.1.4 Tensorer av orningarna (2,0) och (0,2)

Tensorer av andra ordningar dn just dessa fyra specialfall som ndmnts ovan gar
alltsa inte att skriva upp pa matrisform om man vill bevara det norala sédttet att
tdnka pa matrismultiplikation.

Ibland ser man forfattare skriva tensorer av ordning (2,0) och (0,2) som matriser,
men da mest for att uttrycka komponenterna, inte for att uttrycka berédkningar.

Vill man rikna med tensorer av ordningarna (2,0) och (0,2) maste vi inféra en ny
notation som visar att vi ger tensorn tva funktioner respektive tva vektorer.

Tensorn A(u,v) &1 en tensor av ordning (0,2) och vill alltsd ha tvé vektorer som
argument. Om vi definierar notationen
0
A(u,v) =u” [ } v
2
dér vi explicit angivit att komponenterna inom hakparenteserna éar komponenter for
en tensor av orning (0,2) genom att skriva talen 0 och 2 pa det sitt som vi gjort.

En viktig delalj i sammanhanget ar att man inte pa ett trivialt satt kan identifiera
en linjar funktion med en vektor genom att bara transponera den.

Symbolen u” star alltsa inte for en linjir funktion. Syftet med att skriva pa detta
siatt dr bara for att bevara den normala matris-algebra.

Pa samma sétt, for en tensor B(o,w) ordning (2,0), definierar vi notaionen

Bl =0 | }w

22Det ser man pa argumenten, da de #r angivna med latinska bokstiver.
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Observera att o och w alltsa &r linjara funktioner, som representeras av radvektorer.
Transponatet av en radvektor ar en kolumnvektor, sa notationen gar ihop sig.

Med denna notation skulle en tensor av ordning (1, 1) skrivas

]

men detta dr en vanlig matris, sa vi skriver inte ut 1:orna fortsdttningsvis.

A.2 Allmant om tensorer

Om V é&r ett vektorrum &r V* rummet av alla linjara funktioner definierade pa
V. Detta rum bendmns dualrumet till V. Man bendmner ofta medlemmar i V*
dualvektorer. Kom dock ihag att de motsvarar linjara funktioner.

Medlemmar i V' betecknas som vanligt med fet stil och latinska gemener, exempel-
vis v, och som ndmnts ovan ar det alltsa vanligt att man betecknar medlemmar i
dualrummet med fet stil och grekiska bokstéaver, exempelvis w. Tensorer av hogre
ordning betecknas med latinska versaler, exmpelvis A.

En tensor ar alltsa en funktion som tar ett antal vektorer och ett antal linjira
funktioner och gor ett tal av detta. Vi kan skriva T'(w,v,v) for en tensor av typ
(2,1). Ordningen &r viktig, T'(v, w, v) skulle vara en annan tensor.

Infér vi en uppsittning basvektoreri V., &, ..., €n_1), respektivei V*, €°,... é™ =1

kan vi beskriva vektorer och dualvektorer med komponenter i dessa baser enligt

For att visa att en komponent avser en basvektor i vektorrummet eller dualrummet
satter man indexet uppe (vektorer) eller nere (dualvektorer).

Observera att d&ven basvektorerna &r vektorer och ”bas-dualvektorerna” ar dualvek-
torer. Nér en basvektor ”sétts in i” en bas-dualvektor (eller med ett annat sprakbruk,
da bas-dualvektorns virde beriiknas i basvektorn) fas ett tal. Det &r véldigt praktiskt
att vélja baserna sa att

1 k=1

NYP R

e(el)—{o k1 (A.1)
men det dr inte nédvandigt rent tekniskt. Vi utgar fortsattningsvis fran att detta

val ar gjort om inget annat sigs.

Med denna index-notation skulle var tensor T'(w, v, v) skrivas T,,¢ pa komponent-
form.

Att skriva en tensor pa formen T'(w,v,v) bendmns abstrakt form. Det &r viktigt
att inse att T sa att sdga finns "pa riktigt” och att komponenterna 7, ¢ blir olika
for olika val av baser.

Det &r alltsa ovanligt att man ger basvektorer namn som @ och ¢, men det férekommer.
Da far komponenterna pa ett naturligt sitt namnen v, och v,. I exempel var
detta underforstatt.
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Har man flera dimensioner dr detta opraktiskt. Da &ar det béattre att numrera bas-
vektorerna sa att man kan bilda en summa 6ver komponenterna.

I relativitetsteorin ér det normalt att man borjar numrera fran noll, sa i tva dimen-
sioner skulle komponenterna vara vy och v;. Nollkomponenten &r normalt tidskom-
ponenten av vektorn i rumtiden.

Pa komponentform géller alltsa

N-1
wv) = w( ) v'é,)
a=0
N-1 N-1
= Wy c.bb( v° éa)
b=0 a=0
N-1 N-1
= Wy v @b (éa)
b=0 a=0
N-1
= Wa V"
a=0

dér N ér dimensionen pa vektorrummet (och pa dualrummet). I det sista steget har
(A.1) anvénts.

Nar man berédknar virden av tensorer, dvs sitter in vektorer och funktioner i den, blir
det alltsa ruskigt manga summor over vektorernas och funktionernas komponenter.
Dérfor infor vi nu en viktig konvention.

Om samma index forekommer bade som ett ovre och ett undre index ar det
underforstatt att man skall summera over detta.

Denna konvention inférdes av Einstein och han ansag sjélv att det var hans frimsta
och enda bidrag till matematiken.

Det betyder alltsa att w,v® dr en forkortning for w(v), men ocksa for v(w) vilket
ocksa exemplifierades i avsnitt [A. 1.1} Det giller alltsa att w,v® = v%w,.

Om man déremot inte har samma index pa de tva tensorerna, som i w,v’, skall man
inte summera over indexen.

Resultatet av denna sammanséattning blir inte ett tal, utan en ny tensor, i detta fall
av ordning (1, 1) eftersom sammanséttningen ér gjord av en vektor och en funktion.
Det ar meningsfullt att ge detta ett nytt namn

b b
B,” = wyv”.

Man kan i viss man &dven tdnka pa denna sorts sammansittning som en slags mul-
tiplikation, som formellt heter tensorprodukt eller yttre produkt. Kruxet &ar att den
inte ar kommutativ eftersom ordningsféljden av de vektorer och linjéara funktioner
man ”ger” tensorn spelar roll. Det géller att

b b
B°, = v’w,.

Ordningsfoljden och typen for argumenten till en tensor &r alltsa viktig. Tensorn
T (w,v,v) skulle pa komponentform skrivas 7, ¢ medan T'(v,w,v) skulle skrivas

a
be *
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Det ér alltsa viktigt att halla ordning pa vilka index som &r uppe och nere. Vilken
symbol (bokstav) som anvénds for att varje index &r diremot oviktigt eftersom de
bara star for talen 0,1,...,N — 1 ddr N &r dimensionen pa vektorrummet (och
dualrummet).

Det giller alltsa att X% = X qj .. eftersom det hér visas att X (-, -, -) r en tensor vars
forsta och tredje argument &r linjara funktioner och andra argument &r en vektor.

Att bara veta att en tensor ar av typ (1,2) ger alltsa ingen information om pa vilka
platser man skall stoppa in de tva vektorerna respektive dualvektorn.

Anger man siffror som index menar man enskilda komponenter, som &r tal. Om
tensorn Y (-, -) dr av ordning (0, 2) finns exempelvis komponenten Yy;. Denna kom-
ponent fas for 6vrigt om man stoppar in €y och €; 1 Y, dvs Yy, = Y (&g, €;1). Detta
motsvarar i nagon mening att

vy = (v, &)
med den normala notationen fér vektorer i den linjéra algebran.

I samma uttryck kan det vara flera index som det skall summeras 6ver. Sadana
index tar sa att sdga ut varandra och kommer inte att finnas i den tensor som blir
resultatet. Exempelvis kommer vi se uttryck som

wa = F° . cpuv?. (A.2)
I detta exempel skall det alltsa summeras 6ver indexen b, ¢ och d.

Eftersom komponenterna bara &r tal spelar det rent tekniskt ingen roll i vilken
ordning de skrivs. Exempelvis géller for F(a, u,-,v) pa komponentform att

b c..d __ b d c
P aopu v = apF°, vt u’.
Det framgar av indexen vilken ordning som vektorerna och dualvektorerna sétts in.

Déremot finns det en pedagogisk fordel i att skriva ordningsfoljden sa att uttryck
liknar vanlig matris-algebra. Det blir mer om det senare.

Observera att platsbytet pa indexen ¢ och d ger olikheten
F° opucv® # F° o agudo®.
Det motsvarar pa abstrakt form

F(a,u,-,v) # F(a,v,-,u).

Eftersom all nédvéndig information finns i komponentformen, &r det inte sa vanligt
att den abstrakta formen anvinds. Vissa forfattare utelamnar den helt och later
uttryck som 7., % sta for sjilva tensorn.

Detta ar en mycket kraftfull notation, som pa engelska kallas abstract index notation,
som kommer anvindas allt mer frekvent fortsattningsvis i denna text. Det finns dock
pedagogiska poanger med den abstrakta notationen eftersom det &r viktigt att skilja
pa sjélva tensorn och dess komponenter i en viss bas.

A.3 Basbyten
I vanliga vektorrum kan man byta bas. Det som ”utfor” detta ar en basbytesmatris.

Da en tensor ”#r” flera vektorer pa samma gang masta man halla reda pa vilken av
vektorerna som basbytet avser. I praktiken vilket index.
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En tensor kan dven ”vara” linjara funktioner, dvs dualvektorer. Aven i dualrummet
(som ocksa &r ett vektorrum!) kan man byta bas.

Vi skall nu se hur allt detta gar till och hur det skrivs.

Observera att en Lorentztransformation &r ett basbyte! Det som beskrivs hér ar
alltsa nagot som anvinds ofta. Kom ocksa ihag att Lorentztransformationerna
ar ortogonala transformationer som bevarar avstand m m.

Eftersom vi har sa manga vektorrum och dualrum att byta fran och till, kan vi inte
ge alla basvektorer i respektive rum nya namn. Det visar sig oerhort praktiskt att
istdllet ange den bas vi byter till med ett prim, men att siattat detta pa komponenten
istallet for pa basvektorn.

o’ ~(N—1Y
e )

I vektorrummet byter vitill €y, ..., éy_1)y och i dualrummet till basen € , €

En vektor v respektive dualvektor w blir i de bada baserna

A / A~
= ¢ e, = Ub €y
/

v
a .
W = WL€ =uwyé€

dér prim-tecknet alltsa sitter pa pa indexet for att ange att komponenten ar en
komponent i den nya basen, dvs prim-basen.

En ”basbytesmatris” som tar en vektor i en bas och ger samma vektor i en annan
bas maste da fa ett vektorindex i den nya basen (for det &r ju det resultatet skall
bli) och ett dualvektorindex i den gamla basen (for det ju en vektor som skall ges till
“matrisen” ). En "basbytesmatris” ar alltsa en tensor av ordning (1, 1). Eftersom det
ar samma vektor som uttrycks i tva olika baser ges inte vektorn nagot nytt namn.
Ett uttryck som utfor detta ar

v =AY e

Inversen till Ab'a ar den matris som byter tillbaka till den ursprungliga basen. Pa

komponentform fas

U

v = A, v,

Sammanséttningen av att byta och sen byta tillbaka maste bli enehetsmatrisen.
Byter vi fran orginalbasen till den nya basen och tillbaka fas pa komponentform

Acy, AT = 5°,

(A.3)
dir ¢¢, ar enhetsmatrisen
. 1 a=c
Oa = { 0 a#c
Observera att &dven enhetsmatrisen &r en tensor av ordning (1,1).

Byter vi fran den nya basen till den ursprungliga och tillbaka fas

’ ’
AbaAaC/ - 5bc/.

Om vi bara byter mellan baser i samma vektorrum (vilket resonemanget ovan géller)
dr det ingen skillnad pa ¢, och 5blc,, men om vi skulle ha att gora med avbildningar
mellan olika vektorrum maste man halla reda pa vilket av de bada rummens en-
hetselement som avses, sa det &r bra att ta for vana att vara noga med vilken bas
indexen géller &ven i enhetsmatrisen.
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For dualvektorer fas ocksa en basbytesmatris i detta vektorrum. Pa komponentform
fas

wy = w, A%,
respektive

We = Wyr Ad c

Om vi detaljstuderar hur indexen sitter pa dessa matriser och hur de anvénds syns en
detalj som bade ar praktiskt anvandbar och som kan ge viss djupare insikt. Matrisen
A%, anvinds bade da vi skriver en vektor i den nya basen, och da vi skriver en
dualvektor i den gamla basen.

Detta ér ingen slump. Jamfor med aktiva och passiva transformationer. Vi far
samma resultat om vi aktivt byter vektor och stoppar den i en oférdndrad funktion,
som vi far om vi inte forandrar vektorn men stoppar den i en funktion vi ”férandrat
at andra hallet”.

Da vérdet w(v) = v(w) berdknas fas
/ /
Wt = wy Adc, AC v = wy vl

dér (A.3)) har anvints i sista steget.

En tensor av ordning (1,1) (och hégre ordningar) maste transformeras i vardera
komponent. Det blir en transformationsmatris for varje index enligt

’ ’
Tab/ — Aa c Tcd Adb/.

Exemplet med basbytet visar ytterligare en finess med tensorer. Bara fér att man
har en tensor av ordning (k,!) maste man inte ge den ”allt den vill ha” for att gora
ett tal.

Om man bara ger den en vektor minskar dess behov av vektorer med ett. Kvar blir
da en tensor av ordning (k,[ — 1).

Y

/ . . .
Tensorn AY, &r en tensor av ordning (1,1), och "den blev” en tensor av ordning

a
(1,0) (forvisso i en annan bas) da vi "gav den” v®.
Detta exemplifierades ocksa i 1' ovan da F bcad
den” apucv?.

blev en dualvektor w, da vi ”gav

A.4 Exempel pa viktiga tensorer av ordning (0,2)

Det finns nagra exempel dér just tensorer av ordning (0,2) dyker upp i fysiken.
Syftet med detta avsnitt ar inte att fordjupa forstaelsen for dessa. Vi begrénsar oss
till att poédngtera det tankesétt kring dessa tensorer som motiverar att de ar viktiga.

Exempel A.4.1. Laddad partikel
Da en laddad partikel med laddning q paverkas av bade ett elektriskt och ett mag-

netiskt filt paverkas den av en kraft. Kraften beror pa partikelns hastighet v = v°.

I relativitetsteorin klumpar man ihop det elektriska faltet och det magnetiska féltet
till ett tensorfilt av ordning (0,2) som bendmns Faradaytensorn, F,,. Den anges
ofta i ett avvikande typsnitt for att inte forvéixlas med en kraft F'*. Vi far en linjar
funktion kvar om vi ger den en vektor (hastigheten) g F,, v*. Tolkningen av denna
linjara funktion &r att den berdttar hur stor kraften ar at ett visst hall.
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Blir da inte det kraften sjéilv? Nej, detta ar ett nytt tankesdtt som du maste vénja
dig vid. For att fa reda pa kraftens storlek at ett visst hall, maste du berétta at
vilket hall du menar. Du far ett tal om du beréttar at vilket hall w = u® du vill veta
kraften, eller snarare far du da veta hur stor komponent kraften har at det hallet.
Tolkningen av qF,, v® u® ér "kraften at hélle b pa partikeln som f6ljd av rorelsen
at hallet a”.

Notera att F,, v® ub € R.

Komponenterna for F,;, ar

0 —-E,/Jc —E,/Jc —E./c 0

g _ |Bsle 0 B. -B,
“=1\E,/Jc —B, 0 B,
E.l]c B, —B, 0 |,

Med "vanliga” rumsvektorer géller
F=qF+qvx B

dér F' ar kraften som verkar pa en partikel med laddningen ¢ och hastighet v da
den befinner sig i ett elektriskt félt E och ett magnetiskt falt B.

Motsvarande uttryck med tensorer ar
e = q Fab Ub
dir F* #r den fyrkraft som verkar pa partikeln och v? &r partikelns fyrhastighet.

Komponenterna for F¢, &r

0 E,/c E,Jc E.Jc
E,Je 0 —B, B,

By = E,Jc B. 0 —B, (A4)
E.Jc -B, B, 0
Hur denna tensor bildas fran Fy;, forklaras i avsnitt [A.6] A

Exempel A.4.2. Spinningar och tdjningar i ett material

Da ett material paverkas av en kraft F = F* forlings det i allménhet at det hallet
kraften verkar. Det blir ocksa smalare at alla andra hall.

Vill man veta hur stor fordndringen dr maste man ha klart for sig vilken riktning
u = u® man vill veta forandringen.

Denna situation kan beskrivas med en tensor A,,. Tolkning av Ag, F'®u® blir ”hur
forandras kroppen at hallet b som en f6ljd av kraften at hallet a”. A
Exempel A.4.3. Rorelsemingdsmoment

Da en kropp inte roterar runt en principalaxel blir rotationen ett vobblande dér
rotationsaxeln preciserar runt det hall rérelsemédngdsmomentet &r riktat.

Rorelseméngdsmomentets komponent at hallet u* som en foljd av en rotation runt

en axel med riktning w® beskrivs av en tensor I,;. Storleken av detta &r I, u® w®.

A

Z3Mojliga andra formuleringar #r ”b-komponenten av kraften” eller "kraften i riktning b”. Vilj
den du &r bekvdm med.
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Exempel A.4.4. Riccitensorn for rummets kréokning

En lite forenklad beskrivning av att en yta (eller punktméngd i hogre dimensioner)
ar krokt, ar att en forflyttning at ett hall generellt sett fororsakar en forflyttning at
ett annat hall.

Det framgar av figuren pa sida Foéljer man en geodet som passerar ett omrade
dér ytans krokning &r stor, finner man att geodeten bojer av fran vad som &r en rét
linje i kooridnatsystemet.

Detta kan beskrivas av en tensor R, som tolkas som ”férandring av banan i riktning
b som foljd av en forflyttning i riktning a”. For att fa ett tal av detta maste man

ge tensorn en vektor v® som beskriver den riktning man géar, och en vektor u® som

anger at vilket hall man soker férindringens storlek, som da ges av Ry, v@ u®.

Denna beskrivning av krokning &r i hogsta grad vildigt handviftande, men den
motiverar i nagon mening dnda att det dr tensoerer av orndning (0,2) som dyker
upp i exempelvis faltekvationerna for GR i avsnitt [A.7] Den tensor som beskrivs hir
ar tankt att vara [A.10l A

A.5 Metriken som ett tensorfilt av ordning (0,2)

En skalarprodukt forvéntas ge ett tal av tva vektorer, darfor kan den betraktas som
en tensor av ordning (0,2).

Krokta punktméingder@ ar inte vektorrum, bland annat eftersom en parallellfor-
flyttning innebér en vridning. Figuren nedan visar tva vektorer som &r parallella vid
ekvatorn. Nar de forflyttas "rakt fram” och mots vid nordpolen pekar de at olika
hall. Med "rakt fram” i sammanhang som dessa menas att vektorn sjélv hela tiden
ar tangent till kurvan som den forflyttas utmed. Bilden till hoger visar situationen
sedd mot nordpolen.

o}

En punkt i ett krokt rum gar alltsa inte att betrakta som en vektor. Detta skiljer SR
fran GR. Vi kan da inte heller bilda skaldrprodukten "mellan tva punkter”. Daremot
kan vi tdnka oss att det i varje punkt finns ett lokalt vektorrum.

Det brukar kallas tangentrum och gar att visualisera enligt figuren nedan.

24 Har avses egentligen nagot som kallas mdngfalder. Vad som menas med detta ir, lite handvif-
tande, punktméingder som sitter ihop pa ett mjukt” sitt utan horn, hal och kanter. Exempelvis
ett klot, ytan z = f(z,y) 1 exempel eller motsvarande i hogre dimensioner.
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Tangentrummet &ar ett vektorrum. En liten forflyttning ds i var punktméangd gar
att tdnka pa som en vektor i tangentrummet, och landen av denna gar att definiera
med en tensor av ordning (0,2) som da far tjdna som metrik. Vi far

(ds)* = g(ds, ds) = ||ds||?
dér tensorn g alltsa ar var metrik-tensor. Pa komponentform far vi
(ds)? = gap ds ds®.

Observera den kanske lite olyckliga notationen déar ds ar langden av ds, medan ds®
ir ds pa komponentform. For att inte forviixla lingden av ds i kvadrat, dvs (ds)?,
med den andra komponenten av ds, dvs ds?, skrivs den forra inom parentes.

Forstaelsen av normen g,, motiverar definitionen av en skaldrprodukt i tangentrum-
met. Om u och v dr vektorer i tangentrummet (som gar att ténka pa som tangenter
till kurvor i punktméngden at respektive hall) far vi

<’LL, 'U> = g(’LL, U) = Yab u® Ub‘

Axiomatiskt ar alltsa tensorfiltet g, en skaldrprodukt som ger en norm som ger en
metrik. Att vi tagit det i omvénd ordning &r for att det ar av pedagogiska skél. I
funktionsrum motiveras skalarprodukten fran normen pa samma sétt.

Metriken &r generellt koordinatberoende, tensorn g,, har olika komponenter i olika
punkter i punktméngden. Vi har alltsa ett tensorfalt pa punktméangden. Jamfér med
ett vektorfilt, exempelvis ett elektriskt filt, dar man har en vektor i varje punkt.

I kapitel 4] visas att det ar naturligt med en koordinatberoende metrik. Speciellt
avsnitt 4.2l handlade om detta.

Eftersom skaldrprodukten per definition skall vara symmetrisk géller

Gab = Gba-

Det kan vara bra att nyttja denna symmetri for att snygga till uttryck for att fa
dem mer lika uttryck med radvektorer, kolumnvektorer och matriser.

A.6 Hoja och sidnka index

Metriken kan anvandas for att omvandla en vektor till en dualvektor och tvart om.

Da man bara ger metriken en vektor far man kvar nagot som ”vill ha” en vektor
till, dvs en linjar funktion. Index-notationen uttrycker detta mycket smidigt enligt

a
Vp = Gap V-
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Metriken &r pa detta sétt en avbildning fran vektorrummet V' till dess dualrum V*.

Denna avbildning har en invers som avbildar at andra hallet pa samma sétt. Den
avbildningen blir en tensor av ordning (2,0). Vi far

ub = U, gab

dér (ga)~' = g™,

Pa samma séitt kan metriken anvindas for att hoja eller séinka index pa tensorer av
hogre ordning. Exempelvis géller

Fab _ Fcb gac'
Observera att (A.4]) ar bildat med metriken som géller i SR, dvs

0

100 0
o 100
Gab =110 0 1 0

0 00 1

Vill man &dndra pa flera index gar det ocksa bra enligt exemplet

ab d ae b d
T = g* 9" geg T, ;%
Nu ska vi se vad som hidnder om man hgjer ett index pa metriken sjélv. Vi far

9 gpe = 4%, (A.5)
9 9" = g.° (A.6)

Tolkningen av dessa uttryck &r lite speciell eftersom tensorer av ordningarna (2,0)
och (0,2) ar tva vektorer respektive tva linjdra funktioner samtidigt. Generellt be-
tyder

Tab Abc

Att den ”andra linjdra funktionens” véarde skall beréknas i den ”forsta vektorn i
At Det ser man genom att studera indexen. Man far generellt olika resultat om
man stoppar in den forsta eller andra vektorn i den forsta eller andra (som nedan)
funktionen. Det géller att

T A% £ Ty A

Likhet rader om tensorn dr symmetrisk, i exemplet om A% = A%, Generellt sett
gor det skillnad vilket index man hgjer eller sdnker. Det géller att

Tab — gac ch # Tac gcb — Tab'

For symmetriska tensorer, och da alltsa for metriken, rader dock likhet. Detta gor
att vi kan (och har gjort i alla uttryck ovan) vénda pa indexen i metriken sa att
uttrycken liknar vanlig matrismultiplikation med dér ett kolumnindex kommer fore
det radindex det skall summeras over. Jamfor med det enklaste fallet

ut = Aab'l}b
som helt gar att identifiera med multiplikation mellan en matris och en vektor.

o7



Var notation tillater att vi skriver
b
ut =v’ A%
men det &r inte lika pedagogiskt.
Vi ska nu tillimpa att metriken &r symmetrisk och skriva om (A.5]) och (A.6) enligt

c

9% = 9" g = Ged™ = 9™ = 9,,".

Eftersom metriken dr symmetrisk &r alltsa uttrycken lika, men observera att det
bara ar uttrycket langst till vanster som gar att tolka som en matris.

Denna matris maste vara enhetsmatrisen eftersom ¢g* och g, dr varandras inverser.
Det géller alltsa att

9'e=9."=0"% =0, (A7)

Metriken blir alltsa med nédvéandighet enhetsmatrisen om den uttrycks som en vanlig
matris. Det forsklarar behovet av att infora notationen for tensoner av ornding (2, 0)

och (0,2) som infordes i avsnitt |A.1.4]

Obsevera att g dr en skaldrprodukt i dualrummet, g% = g(w, o).

a, b ca db
Gap U UV = GapUc g Va g

ca bd
= UcVdg Gab g
cd
= UcVg g

dar vi har metrikens symmetri och (A.7)) i sista steget.

Denna likhet sdger att man far samma vérde pa skaldrprodukten i vektorrummet
mellan tva vektorer, som man far av skaldrprodukten i dualrummet mellan vekto-
rernas motsvarighet som dualvektorer.

A.7 Einsteins filtekvationer

Universums (rumtidens) form bestdms av dess metrik. Einstens féltekvationer rela-
terar rumtidens metrik till férdelningen av massa och energi i det enligt

8¢
Gab - TTab (AS)

dér Ggp dr Einsteintensorn dér rumtidens metrik ingar, G &r gravitationskonstanten
(som anvénds i Newtons gravitationslag), T, &dr energy momentum—tensornﬁ dar
fordelningen av massa och energi ingar.

Metriken ingar i G, enligt féljande samband.

Gw = Rap— %gabR (A.9)
Ra = S-S rim, i, (A.10)

R = g* <% - % + g6 —Ta id) (A.11)
T = 50" (%idf + Zfb - Zfi ) (A.12)

25Jag kianner inte till ndgot bra namn pa svenska for detta tensorfilt.
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Energy momentum-tensorn &r inte sa komplicerad. Den beskriver hur mycket energi
och massa som finns i varje punkt, men &ven hur det strommar. Det kan ocksa vara
fragan om energi i form av elektriska och magnetiska falt, samt mork energﬂ och
mork materia.

Om det bara finns elektriska och magnetiska filt i universum &r Ty, helt enkelt (!)
Faradaytensorn som ndmndes i exempel [4.4.1]

Riccitensorn Ry, gar att illustrera. Den beskriver hur mycket ”extra” punkter som
uppstar pa grund av en punktméngds krokning. Jamfor med da du skulle tillverka
en krokt yta, till exempel genom att virka. For att fa ytan att krokas maste du
virka fler maskor ”pa samma stélle” eller minska antalet maskor. Om vi betraktar
R, som en matris kan vi berdkna egenvektorer och egenvérden till den. Tensorféltet
kan da illustreras med romber déar hornen pekar at egenvektorernas riktningar och
rombens diagonal later vi vara egenvérdet.

Figuren nedan visar detta for en rad punkter pa var yta fran tidigare exempel.

Av symmetriskil pekar alla romber in mot kullens topp respektive langs héjdkurvor-
na i detta exempel. Det blir storst romb dér ytans krokning &r storst. Nara toppen
pa kullen skulle romben bli mycket stor. I denna skala skulle den uppta hela bilden,
vilket inte ar illustrativt nog for att ritas ut.

Den andra termen i Einsteintensorn (A.9)) skalar bara om rombernas storlek. Det-
ta exempel visar hur héger och véanster led i Einsteins faltekvationer hénger ihop:
Mycket energi eller massa — stor krokning.

26 Aven kallad vakuumenergi.
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Att 16sa (A.8) dr dock mycket svart om inga antaganden gors om symmetrier etc.
Det &r ganska bokigt dven i de tva enkla fallen som beskrivs i denna text (all massa
i centrum, respektive universum som en homogen gas av galaxer).

A.8 Vad ar I'j, och vad anvands den till?

Nér man undersoker hur en vektor férédndras under en liten forflyttning maste man ta
hansyn till att rummet ar krokt. Derivatan at ett visst hall (den partiella derivatan)
maste korrigeras!

b
, Ov

Vat = ox*

Tolkningen av detta foljer av foljande resonemang. Vi har en vektor v. Hur forandras
den under en liten férflyttning?

+ FZCUC

Vinsterledet ar ”hur mycket dndras b-komponenten av v under en liten forflyttning
at a-hallet?”

Hogerledet ar svaret: Jo, den normala fordndringen + en transformation av v som
beror pa rummets krokning. Den transformationen dr en matris som verkar pa v.
Lat den matrisen vara A. Vi far Av som pa komponentform blir A° v°.

Men det blir en sadan matris for varje hall man deriverar at. Kalla dessa matriser
A,, eller pa komponentform (A,)’.. Indexet a #r alltsd egentligen inte ett vanligt
tensor-index, utan bara en bokforing av vilken matris som avses.

b

Till sist benfdmner vi (A,)°, som I'?, istillet. OBS! I'2, &r inte en tensor!

Av lite djupare matematiska anledningar som inte forstas genom denna enkla bild
géller en symmetri i de nedre indexen,

b _ 1b
Fac - Fca‘

Detta forenklar anviandandet av uttrycket eftersom man inte maste komma ihag
vilket index som kommer forst.

A.9 Gradient och riktningsderivata

Med gradienten av en funktion menas den vektor som pekar at det hall ett skalarfalt’]
véxer. Som en tensor-maskin maste man betrakta gradienten av en tensor av ordning
(m,n) som en tensor av ordning (m,n + 1).

Anledningen till detta &r att om man vill veta hur mycket en tensor férdandras at
ett visst hall, maste man forutom den ursprungliga tensorn ge en extra vektor som
pekar ut det hall vi ar intresserade av.

Mer formellt ger man den vektorn som argument till den nya tensorn. Om v dr en
vektor och f ett skalarfilt, fas alltsa uttrycket

Vo fo?

for hur mycket f véxer at riktningen v. Sjdlva ”gradienten av f” &r alltsa tensorn
V.f som ér en tensor av typ (0,1). Pa samma sétt fas

V. VP!

2TN#r man haller pa med vanliga funktioner siger man ofta &t det hall en funktion viixer”.
Notera dock att en vanlig funktion f: R — R &r ett skalérfilt, ett tensorfélt av ordning (0,0) om
man sa vill.
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som uttryck for hur en vektor V? vixer at riktningen v®. Fériandringen av en vektor
ir en vektor, sa det dr naturligt att V,0v° &r en tensor av ordning (1,1). Ger man
den en vektor har man en tensor av ordning (1,0) kvar, vilket dr en vektor.

A.10 Parallelltransport och geodeter

Ett viktigt fenomen som maste utredas ér parallelltransport av en vektor. Med detta
menas att vektorn inte skall fordndras da den forflyttas lings en kurva. Om x(t) ar

a
en kurva ar dess tangent ddit

Om V* &r vektorn som inte skall fordndras langs x%(t) maste
dx*®

oV’
v dt

=0

gilla.

Med ord betyder det ”forandringen av V? i riktningen dd—x; skall vara noll”.

Med uttrycket for V, fas

b a
(av +FZCV"’> o

ozx® dt
OVl dx® dx®
- Fb c _
007 ar LV g 0
dv?® dz®
- Fb e
Py Ay 0

Det sista uttrycket dr en differentialekvation vars 16sning édr V(t).

Begreppet geodet forklaras i[4.4] Matematiskt &r en geodet en kurva som har egen-
dx

skapen att dess tangent inte fordndras da man foljer kurvan. Med V' = dr eller pa
komponentform V¢ = %, i uttrycket ovan fas
d*z? p dx®dx”
— = 0. A.13
@ e di (A.13)

Denna ekvation brukar kallas geodetiska ekvationenf)

Vill man veta var man hamnar om man ”"gar rakt fram” fran en viss punkt i en
viss riktning i en given metrik maste man berikna I'®_. och lésa . Den ar
tyvérr ett antal (lika med dimensionen pa punktméngden i fraga) kopplade partiella
differentialekvationer, sa det ar inte sa latt att gora generellt.

De obekanta konstanter som dyker upp vid 16sningen bestédms ur utgangspunktens
koordinater och utgangsriktningen.

For det exempel som gas igenom i kapitel [4] finns en Maxima-fil dér det konstrueras
en numerisk 16sning till (A.13). (Egentligen konstrueras ett algebraiskt uttryck som
sedan anvénds i ett Pythonprogram.)

A.11 Acceleration och fyrkrafter

Uttrycket (A.13)) paminner om andraderivatan av en kurva, vilket i sin tur leder in
oss pa nagot som liknar Newtons andra lag. Om en fyrkraft F° verkar pa en kropp

28Tror jag i alla fall. P& engelska benimns den geodesic equation.
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dndras dess kurva i rumtiden enligt

d*a® p dxtdz® P
dr? “dr dr  m’

(A.14)

Observera att vi maste parametrisera kurvan med kroppens egentid for att detta
skall gélla.

Om kraften kommer fran ett elektromagnetiskt (tensor—)féil@ som ges av Faraday-
tensorn F bﬂ beror fyrkraften pa partikelns fyrhastighet. Hogerledet blir da

q b dz?
m- Tdr
Att 16sa (A.14) &r lika knepigt som att 1osa (A.13]). Numeriska 16sningar kan fas pa

samma satt som 1 ovan namnda Maxima-fil.

En intressant detalj med (A.14]) &r att den i princip strider mot férutséttningarna
i GR. Det ar meningen att rumtidens metrik skall formas av férdelningen av massa
och energi, men sen fardas alla partiklar lings geodeter enligt (A.13)).

Yttre krafter ”finns” sa att sdga inte. De fall diar de kan tdnkas dyka upp &r situatio-
ner dar man har en krokt rumtid som formas av nagot mycket stort, till exempel en
stjarna, men att det dessutom finns ett elektromagnetiskt (tensor-)filt som inte &r
sa kraftfullt att det namnvért paverkar rumtidens form, men att det dnda paverkar
rorelsen hos en liten laddad partikel (som inte heller den paverkar rumtidens form).

A.12 Hur bestiams I['].7

g : 5 a _ 1 _ad agdb 8gdc _ agbc) :
Hittills har vi bara anvént I'y, = 5¢ ( o Db gpd ) Men utan att motivera
var det kommer ifran.

Da en vektor parallellférflyttas borde inte langden av vektorn dndras. Inte heller
vinkeln mellan tva vektorer bor éndras under parallellférflyttningar. Kom ihag att
metriken g, dven definierar en skaldrprodukt. Vi vill helt enkelt att V.g,, = 0 skall

gélla. Ur detta kan vi algebraiskt 16sa ut I'y...

291 GR, liksom i SR, finns inte ett elektriskt filt och ett magnetiskt filt. De #r sammanslagna
till ett tensorfilt som ges av Faradaytensorn.

300bservera den lite olyckliga notationen déir bade fyrkraften och Faradaytensorn bada betecknas
med F. Da tensorerna har olika ordning borde ingen forvirring uppsta i praktiken.
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